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概 要

Abstract
We give here another simple proof of Cauchy-Schwarz-Bunyakowsik’s

Inequality which is new as far as the author knows.
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この小論の定理を証明する動機となったものは，今年度著者の講義「経
済数学 I」がオンライン講義となり講義ノート lecture noteを作成中に思
い付いたものである。その後，文献を調べたが，このようなものは著者
が見た範囲でなかったので，簡単なものではあるが, ここに提示するもの
である。
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x :=




x1

x2

x3

...

xk

...

xn




, y :=




y1
y2
y3
...

yk
...

yn




∈ Cn

とし，Cの内積 ⟨x,y⟩σを

⟨x,y⟩σ := σ1x1y1 + σ2x2y2 + · · ·+ σnxnyn with σ1, σ2, , · · · , σn > 0

で定義する。
Cauchy-Schwarz-Bunyakowskiの不等式の証明は色々あるようであるが，
ベクトルの成分が複素数である場合，この不等式の等号成立の必要十分
条件を証明するのは，どれもそれ程容易ではないが，本小論の証明では
明らかである。

定理 (Cauchy-Schwarz-Bunyakowskiの不等式)

|⟨x,y⟩σ| ≤ ⟨x,x⟩σ⟨y,y⟩σ,
上記等号成立⇐⇒ y = αxとなるα ∈ Cが存在する。

証明

0 ≤
∑
i<j

σiσj|xiyj − xjyi|2 =
∑
i<j

σiσj(xiyj − xjyi)(xiyj − xjyi) =

=
∑
i<j

σiσj{|xi|2|yj|2 + |xj|2|yi|2 − (xixjyiyj + xixjyiyj)}

=⇒
∑
i<j

σiσj(xixjyiyj + xixjyiyj) ≤
∑
i<j

σiσj(|xi|2|yj|2 + |xj|2|yi|2)

両辺に
n∑

i=1

σ2
i |xi|2|yi|2を加えて，

=⇒
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証明

0 ≤
∑
i<j

σiσj|xiyj − xjyi|2 =
∑
i<j

σiσj(xiyj − xjyi)(xiyj − xjyi) =

=
∑
i<j

σiσj{|xi|2|yj|2 + |xj|2|yi|2 − (xixjyiyj + xixjyiyj)}

=⇒
∑
i<j

σiσj(xixjyiyj + xixjyiyj) ≤
∑
i<j

σiσj(|xi|2|yj|2 + |xj|2|yi|2)

両辺に
n∑

i=1

σ2
i |xi|2|yi|2を加えて，

=⇒

n∑
i=1

σ2
i |xi|2|yi|2 +

∑
i<j

σiσj(xixjyiyj + xixjyiyj)

≤
n∑

i=1

σ2
i |xi|2|yi|2 +

∑
i<j

σiσj(|xi|2|yj|2 + |xj|2|yi|2)

上記左辺 =

(
n∑

i=1

σixiyi

)


n∑
j=1

σjxjyj


 = |

n∑
i=1

σixiyi|2 = |⟨x,y⟩σ|2,

上記右辺 =
n∑

i=1

σi|xi|2
n∑

j=1

σj|yj|2 = ⟨x,x⟩σ⟨y,y⟩σ

であるので，
=⇒

|⟨x,y⟩σ| ≤ ⟨x,x⟩σ⟨y,y⟩σ
を得る。
この証明の冒頭により，等号成立は明らかに

xiyj − xjyi = 0 for all i, j = 1, 2, · · · , n · · · (∗)

が成り立つ事である。

(∗) ⇐⇒ x1y2 − x2y1 = 0, x1y3 − x3y1 = 0, · · · , x1yn − xny1 = 0

⇐⇒
{

y1 = αx1

y2 = αx2

,

{
y1 = αx1

y3 = αx3

, · · · ,
{

y1 = αx1

yn = αxn

with some α ∈ C

⇐⇒ y = αx with some α ∈ C.

従って，定理は証明された。□
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