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概 要

Abstract
We give here another simple proof of the Hamilton-Cayley the-

orem in Linear Algebra which are new as far as the author knows.
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この小論の定理を証明する動機となったものは，今年度著者の講義「数
理経済学」がオンライン講義となり講義ノート lecture noteを作成中に思
い付いたものである。その後，文献を調べたが，このようなものは著者
が見た範囲でなかったので，簡単なものではあるが講義の参考にもなる
のではと考え紹介するものである。
著者の昨年の講義ノートに依れば Hamilton-Cayleyの定理と一般に流布
している証明は次のようなものである。
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定理 4.3.1(Cayley-Hamiltonケーリー・ハミルトンの定理)

Aの固有多項式をΦ(λ) :=
∑n

k=0 akλ
kとすると，

Φ(A) = Oである。但し，A0 = Iとする。
証明 A− λIの余因子行列をB(λ) =

∑n−1
k=0 Bkλ

k とする。但し，Bkは λ

を含まない行列である。

B(λ)(A− λI) = |A− λI|I = φ(λ)I

⇐⇒ (
n−1∑
k=0

Bkλ
k

)
(A− λI) =

(
n∑

k=0

akλ
k

)
I =

n∑
k=0

akIλ
k

⇐⇒

B0A+
n−1∑
k=1

(BkA− Bk−1)λ
k − Bn−1λ

n =
n∑

k=0

akIλ
k

これら係数を比較して，

B0A = a0I,

B1A− B0 = a1I,

B2A− B1 = a2I,

· · · · · ·
Bn−1A− Bn−2 = an−1I,

−Bn−1 = anI.

これらの右から，それぞれ 1, A,A2, · · · , An−1, Anを掛けて，

B0A = a0I,

B1A
2 − B0A = a1A,

B2A
3 − B1A

2 = a2A
2,

· · · · · ·
Bn−1A

n − Bn−2A
n−1 = an−1A

n−1,

−Bn−1A
n = anA

n.

辺々加えると，

O =
n∑

k=0

akA
k = Φ(A).

□.
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簡単な証明A Simple Proof

M(n × n;C)を，複素数を成分とする n次正方行列全体の集合とする。
M(n × n;C) ∋ Aの固有多項式を ΦA(z)，Aの固有値 eigenvalueを λ =

λ1, λ2, · · · , λnとする。Frobeniusの定理より，ΦA(z + ϵ)に z = A, ϵ = ϵI

と代入 substituteしたもの：ΦA(A+ϵI)の固有値 eigenvalueは，Frobenius
の定理より，固有値 eigenvalue：ΦA(λ+ϵ), (λ = λ1, λ2, · · · , λn)を持ち，こ
れらの形の固有値ΦA(λ+ ϵ), (λ = λ1, λ2, · · · , λn)がΦA(A+ ϵI)の固有値
eigenvalueの固有値全てall eigenvalues of ΦA(A+ϵI)である (by the strong

form of Frobenius’ theorem)。ΦA(z)の解析性analycityより，ϵを変化させ
るvarying the value of ϵことにより，ΦA(A+ϵI)の固有値eigenvalueの固有
値全て (all eigenvalues of ΦA(A+ϵI)) ΦA(λ1+ϵ),ΦA(λ2+ϵ), · · · ,ΦA(λn+ϵ)

を相異なるようmaking all eigenvalues different each otherに出来る。
ここで ϵ → 0とすると，ΦA(λ1 + ϵ),ΦA(λ2 + ϵ), · · · ,ΦA(λn + ϵ) → 0は 0

を n重根となり縮退する。従って limϵ→0 ΦA(A + ϵI) = ΦA(A)の全ての
固有値 all eigenvalues of ΦA(A) は 0である。全ての固有値が 0となる行
列は，ゼロ行列Oと冪零行列 nilpotent matrixのみで, 冪零行列 nilpotent

matrixの固有多項式は znであるから，ΦA(z) ̸= znであれば，ΦA(A)は
zero行列，即ちΦA(A) = Oとなるしかない。□.
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p.280,↓ l.2 in (*****), α’s → a’s.

p.280,↑ l.4 , bn → bm.

p.280,↑ l.7 , bn
T → bm

T .


