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この小論は，著者の講義「経済数学 I」のオンライン講義で使用した講義ノートを
作成中見付けたものである。

Mn := M(n× n;C)を成分を複素数とする n次正方行列全体の集合とし，Cnを成
分を複素数とする n次元ベクトル全体の集合とする。
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A := (aij) :=

:=




a11, a12, · · · , a1j, · · · , a1n
a21, a22, · · · , a2j, · · · , a2n
a31, a32, · · · , a3j, · · · , a3n
· · · , · · · , · · · , · · · , · · · , · · ·
ai1, ai2, · · · , aij, · · · , ain
· · · , · · · , · · · , · · · , · · · , · · ·
an1, an2, · · · , anj, · · · , ann




∈ M(n× n;C) = Mn

x :=




x1

x2

x3

...

xk

...

xn




, y :=




y1
y2
y3
...

yk
...

yn




∈ Cn = M(n× 1;C)

また，A ∈ Mn = M(n × n;C), x ∈ Cnの hermite共役，転置行列を，それぞれ
A∗, x∗, AT , xT とする。
x, y ∈ Cnの内積 inner product ⟨x,y⟩を

⟨x,y⟩ := x∗y := x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn ∈ C

で，ベクトル xのノルム norm：∥x∥を

∥x∥ :=
√
⟨x,x⟩

で定義する。
A ∈ MnがA∗A = AA∗を満たすとき，Aを正規 normalと云う。
また，Am−1 ̸= O,Am = O, m ∈ Nを満たすとき，Aを冪零 nilpotent，このmを
Aの冪零指数 nilpotent order of Aと云う。
A ∈ M(n× n;C)の固有値 eigenvalueを λ1(A), λ2(A), · · · , λn(A)とするとき，Aの
スペクトル半径 spectral radius：r(A)を

r(A) := max{ |λ1(A)|, |λ2(A)|, · · · , |λn(A)| }
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r(A) := max{ |λ1(A)|, |λ2(A)|, · · · , |λn(A)| }

で，Aの作用素ノルム operator norm：∥A∥を

∥A∥ := max
∥x∦=0

∥Ax∥
∥x∥

:= max
∥x∥=1

∥Ax∥

で定義する。
A∗Aのゼロ zeroでない固有値を σ1(A)

2 ≥ σ2(A)
2 ≥ · · · ≥ σr(A)

2 > 0 (r :=

rankA, σ1(A) ≥ σ2(A) ≥ · · · ≥ σr(A) > 0)とするとき，
σ1(A), σ2(A), · · · , σr(A)をAの特異値 singular valueと云い

∥A∥ = σ1(A)

である。Aの数域半径 numerical radius：w(A)を

w(A) := max
∥x∦=0

|⟨x, Ax⟩|
∥x∥2

で定義する。これらスペクトル半径 spectral radius：r(A)，作用素ノルム operator

norm：∥A∥，数域半径 numerical radius：w(A)の間には次の関係が知られている
が，数域半径 numerical radius：w(A) については，殆ど何も知られていないと言っ
て良く，未知なるものである：

unitary matrix : U ∈ Mn with w(U∗AU) = w(A) · · · (0),
(weakly unitary invariant)

r(A) ≤ w(A) ≤ ∥A∥ · · · (1),
1

2
∥A∥ ≤ w(A) ≤ ∥A∥ · · · (2),

w(An) ≤ w(A)n, (n ∈ N) · · · (3).

また，作用素ノルム operator norm：∥A∥，数域半径 numerical radius：w(A)はノ
ルム normであるが，スペクトル半径 spectral radius：r(A) はノルムではない not

norm。数域半径 numerical radius：w(A)に関しては，

w(AB) ≤ w(A)w(B)は成り立たず，w(AB) ≤ 4w(A)w(B)が成り立つ。

Aが正規 normalである場合には，上記最初の不等式で等号が成り立つ：

r(A) = w(A) = ∥A∥ · · · (4).

Aが非正規 non-normalである場合, w(A)については殆ど何も知られていない。
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§1. 冪零行列 nilpotent matrix J (j)
n (j = 2, 3, · · · , n)

J (j)
n :=

1, 2, · · · · · · · · · , j, · · · · · · · · · · · · , n

:=




0 0 · · · 0 1 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0

0 0 0 0
. . . . . . . . . . . .

...
... · · · · · · . . . 0

. . . . . . 1 0

0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . 1

0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . .

...

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 0

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 0




1

2
...
...

n− j + 1
...
...
...

n

∈ Mn = M(n× n;R),

x :=




x1

x2

x3

...

xk

...

xn




∈ Cn = M(n× 1;C)に対して，|x| :=




|x1|
|x2|
|x3|
...

|xk|
...

|xn|




∈ Rn

とおく。
簡単な計算から
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...
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1
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...
...
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...
...
...

n
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x :=




x1

x2

x3

...

xk

...

xn




∈ Cn = M(n× 1;C)に対して，|x| :=




|x1|
|x2|
|x3|
...

|xk|
...

|xn|




∈ Rn

とおく。
簡単な計算から

J (j)
n = (J (2)

n )j−2+1 ≡
1, 2, · · · · · · · · · , j, · · · · · · · · · · · · , n

≡




0 1 · · · 0 0 0 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0 0 0 · · · 0

0 0 0 1
. . . . . . . . . . . .

...
... · · · · · · . . . 1

. . . . . . 0 0

0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . 0

0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . 1

...

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 1

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 0




j−2+1

· · · (5)

(J (j)
n )n−j+1 ̸= O, (J (j)

n )n−j+2 = O (j = 2, 3, · · · , n) · · · (6)

を得る。つまり，J (j)
n (j = 2, 3, · · · , n)は冪零行列 nilpotent matrixである。

(3),(5)より，
w(J (j)

n ) = w((J (2)
n )j−2+1) ≤ w(J (2)

n )j−2+1 · · · (7)

である。
|x∗J (2)

n x| ≤ |x|TJ (2)
n |x|

となるが，|x| ∈ Rn, J (2)
n ∈ M(n× n;R)であり，2次形式 |x|TJ (2)

n |x|は実 realで
あるので，

||x|TJ (2)
n |x|| = |x|T J

(2)
n + (J (2)

n )T

2
|x|

と対称化 symmetrizable出来る。J
(2)
n +(J

(2)
n )T

2
は正規 normalであり，Rayleigh-Ritz

商 ratioに関する定理より，

w(J (2)
n ) ≤ max

∥|x|∥=1
||x|TJ (2)

n |x|| = max
∥|x|∥=1

|x|T J
(2)
n + (J (2)

n )T

2
|x| = r

(
J (2)
n + (J (2)

n )T

2

)

· · · (8)

となる。そこで
J (2)
n + (J (2)

n )T

2
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の固有値を求めるが，
J (2)
n + (J (2)

n )T

の固有値を求める。その為に J (2)
n + (J (2)

n )T の固有方程式を求め，これを解く：
Gershgorinの定理より，J (2)

n + (J (2)
n )T の固有値 2λは |λ| ≤ 1である。

∆n := |2λI − (J (2)
n + (J (2)

n )T )| =
1, 2, 3, · · · · · · · · · , j, · · · · · · · · · , n

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2λ −1 · · · 0 0 0 0 · · · 0

−1 2λ −1 · · · 0 0 0 · · · 0

0 −1 2λ −1
. . . . . . . . . . . .

...
... · · · −1

. . . −1
. . . . . . 0 0

0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . 0

0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . −1

...

0 · · · · · · · · · · · · · · · −1 2λ −1

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · −1 2λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2λ∆n−1 −∆n−2 (第 1列で展開した。) · · · (9)

一般に∆k = 2λ∆k−1 −∆k−2 (k = n, n− 1, · · · , 3) が成り立つが，λ ∈ Rとは限ら
ないが，

λ ∈ Rと仮定する · · · (∗)

と |λ| ≤ 1より λ = cosϑと書ける。従って 2λ = e+iϑ + e−iϑであるので

∆k = 2λ∆k−1 −∆k−2 ⇔ ∆k = (e+iϑ + e−ϑ)∆k−1 −∆k−2

⇔ ∆k − e±iϑ∆k−1 = e∓iϑ(∆k−1 − e±iϑ∆k−2)

(複合同順)

となる。この関係を (9)に適用すると

∆n − e±iϑ∆n−1 = e∓iϑ(∆n−1 − e±iϑ∆n−2)

= e∓2iϑ(∆n−2 − e±iϑ∆n−3)

= e∓3iϑ(∆n−3 − e±iϑ∆n−4)

· · ·
= e∓(n−2)iϑ(∆2 − e±iϑ∆1)
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となる。この関係を (9)に適用すると

∆n − e±iϑ∆n−1 = e∓iϑ(∆n−1 − e±iϑ∆n−2)

= e∓2iϑ(∆n−2 − e±iϑ∆n−3)

= e∓3iϑ(∆n−3 − e±iϑ∆n−4)

· · ·
= e∓(n−2)iϑ(∆2 − e±iϑ∆1)

= e∓(n−2)iϑ{(e+iϑ + e−iϑ)2 − 1− e±iϑ(e+iϑ + e−iϑ)}
= e∓(n−2)iϑ{e+2iϑ + e−2iϑ + 2− 1− 1− e±2iϑ}
= e∓(n−2)iϑe∓2iϑ

= e∓niϑ

⇐⇒ {
∆n − e+iϑ∆n−1 = e−niϑ

∆n − e−iϑ∆n−1 = e+niϑ

⇐⇒ {
e−iϑ∆n −∆n−1 = e−(n+1)iϑ

e+iϑ∆n −∆n−1 = e+(n+1)iϑ

これより ∆n−1を消去すると (sinϑ ̸= 0)

∆n =
sin(n+ 1)ϑ

sinϑ

となり1，J (2)
n + (J (2)

n )T の固有方程式は

|2λI − (J (2)
n + (J (2)

n )T )| = ∆n =
sin(n+ 1)ϑ

sinϑ
= 0

である。この方程式は実際に n個の解：

λ = cos
kπ

n+ 1
(k = 1, 2, · · · , n)

を持っているので
J (2)
n + (J (2)

n )T

2
の固有値：λ

は
λ = cos

kπ

n+ 1
(k = 1, 2, · · · , n) · · · (10)2

1これは，第 2種の Chevishov多項式

Un(x) =
sin(n+ 1)ϑ

sinϑ
, x = cosϑ, n = 0, 1, 2, · · ·

である。これは漸化式

Un(x) = 2xUn−1(x)− Un−2(x), n = 2, 3, 4, 5, · · ·

を満たす。
2仏国の大数学者 Lagrange,Joseph-Louis(1736-1813)が 1759年に音波の伝播に関して彼の未定

乗数法を使って驚くべき事に既に計算しているとの事である。 [13] [4]
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全てであり，

r

(
J (2)
n + (J (2)

n )T

2

)
= cos

π

n+ 1
· · · (11)

である。
(7),(8),(11)を使うと

w(J (j)
n ) = w((J (2)

n )j−2+1) ≤ w(J (2)
n )j−2+1

≤
(
r

(
J (2)
n + (J (2)

n )T

2

))j−2+1

≤
(
cos

π

n+ 1

)j−2+1

(j = 2, 3, · · · , n) · · · (12)

一方，

(J (j)
n )∗J (j)

n = 1, 2, · · · · · · · · · , j, · · · · · · · · · · · · , n

=




0 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0

0 0 0 0
. . . . . . . . . . . .

...
... · · · · · · . . . 0

. . . . . . 0 0

0 · · · · · · · · · 1
. . . . . . . . . 0

0 · · · · · · · · · · · · 1
. . . . . . 0

... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . .
...

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 0

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1




· · · (13)

であるから，∥J (j)
n ∥ = 1 (j = 2, 3, · · · , n)である。· · · (14)

また， [13] [14] [16]に依れば，
冪零指数 nilpotent order mの冪零行列N の数域半径 numerical radius: w(N)は

w(N) ≤ ∥N∥ cos π

m+ 1
· · · (15)

である事と (6),(12),(14)を使うと次の定理を得る。

定理 1 Theorem1

w(J (j)
n ) ≤ min

{
∥J (j)

n ∥
(
cos

π

n+ 1

)j−2+1

, ∥J (j)
n ∥ cos π

(n− j + 2) + 1

}

with ∥J (j)
n ∥ = 1 (j = 2, 3, · · · , n). · · · (16)
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n ∥ = 1 (j = 2, 3, · · · , n)である。· · · (14)

また， [13] [14] [16]に依れば，
冪零指数 nilpotent order mの冪零行列N の数域半径 numerical radius: w(N)は

w(N) ≤ ∥N∥ cos π

m+ 1
· · · (15)

である事と (6),(12),(14)を使うと次の定理を得る。

定理 1 Theorem1

w(J (j)
n ) ≤ min

{
∥J (j)

n ∥
(
cos

π

n+ 1

)j−2+1

, ∥J (j)
n ∥ cos π

(n− j + 2) + 1

}

with ∥J (j)
n ∥ = 1 (j = 2, 3, · · · , n). · · · (16)

更に，j ≥ n
2
+ 1の場合の結果 [17]：

n ≥ 2(n− j + 1) (n ∈ N, j = 2, · · · , n)と仮定して，

(J (j)
n )n−j+2 = O, w(J (j)

n ) =
1

2
∥J (j)

n ∥.

も合せ考えると次の定理を得る。

定理 2 Theorem2

j ≥ n

2
+ 1ならば， w(J (j)

n ) =
1

2
∥J (j)

n ∥ with ∥J (j)
n ∥ = 1 . · · · (17)

§2. 上三角行列 upper triangle matrix

Schurの定理により，任意の行列 B ∈ Mn は, あるユニタリー行列 unitary ma-

trix：U ∈ Mn により，上三角行列 upper triangle matrixとユニタリー相似 unitary

equivalentとなる：

U∗BU =

=




λ1 b12 b13 · · · · · · · · · · · · b1n
0 λ2 b23 · · · · · · · · · · · · b2n

0 0 λ3
. . . · · · · · · · · · b3n

...
...

. . . . . . . . . · · · · · · ...
...

... · · · . . . . . . . . . · · · ...

0 0 · · · · · · . . . λn−2 bn−2,n−1 bn−2,n

0 0 · · · · · · · · · 0 λn−1 bn−1,n

0 0 · · · · · · · · · 0 0 λn




=: C

ここにλ1, λ2, · · · , λnはBの固有値である。

U∗BU = Cは次のように分解される：

C = C1 + C ′ := C1 + C2 + · · ·+ Cj + · · ·+ Cn
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C ′は一般上三角冪零行列 as general upper triangle nilpotent matrixと考えられる。

Cj :=

1, 2, · · · · · · · · · , j, · · · · · · · · · · · · , n

:=




0 0 · · · 0 b1j 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0 b2,j+1 0 · · · 0

0 0 0 0
. . . . . . . . . . . .

...
... · · · · · · . . . 0

. . . . . . bn−j,n−1 0

0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . bn−j+1,n

0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . .

...

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 0

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 0




1

2
...
...

n− j + 1
...
...
...

n

(j = 2, 3, · · · , n)

C1 = diag(λ1, λ2, · · · , λn) =

=




λ1 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0

0 λ2 0 · · · 0 0 0 · · · 0

0 0 λ3 0
. . . . . . . . . . . .

...
... · · · · · · . . . 0

. . . . . . 0 0

0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . 0

0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . .

...

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · λn−1 0

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 λn




(0)より

w(B) = w(U∗BU) = w(C) = w(C1 + C ′) ≤ w(C1) + w(C ′)

であるが，C1 は正規行列 normal matrix,対角行列 diagonal matrixであるから,

Rayleigh-Ritz商 ratioに関する定理より，

w(C1) = r(C1) = max{|λ1|, |λ2|, · · · , |λn|} =: λmax(C1) = λmax(B) = r(B)
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C ′は一般上三角冪零行列 as general upper triangle nilpotent matrixと考えられる。

Cj :=

1, 2, · · · · · · · · · , j, · · · · · · · · · · · · , n

:=




0 0 · · · 0 b1j 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0 b2,j+1 0 · · · 0

0 0 0 0
. . . . . . . . . . . .

...
... · · · · · · . . . 0

. . . . . . bn−j,n−1 0

0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . bn−j+1,n

0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . .

...

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 0

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 0




1

2
...
...

n− j + 1
...
...
...

n

(j = 2, 3, · · · , n)

C1 = diag(λ1, λ2, · · · , λn) =

=




λ1 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0

0 λ2 0 · · · 0 0 0 · · · 0

0 0 λ3 0
. . . . . . . . . . . .

...
... · · · · · · . . . 0

. . . . . . 0 0

0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . 0

0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . .

...

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · λn−1 0

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 λn




(0)より

w(B) = w(U∗BU) = w(C) = w(C1 + C ′) ≤ w(C1) + w(C ′)

であるが，C1 は正規行列 normal matrix,対角行列 diagonal matrixであるから,

Rayleigh-Ritz商 ratioに関する定理より，

w(C1) = r(C1) = max{|λ1|, |λ2|, · · · , |λn|} =: λmax(C1) = λmax(B) = r(B)

である。
C ′に関しては，一般の上三角冪零行列 as general upper triangle nilpotent matrix

として考える。

w(C ′) = w(C2 + · · ·+ Cj + · · ·+ Cn) ≤ w(C2) + w(C3) + · · ·+ w(Cj) + · · ·+ w(Cn)

より，w(Cj)を考える。

x∗Cjx =

= (x1, x2, · · · , xn)




0 0 · · · 0 b1j 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0 b2,j+1 0 · · · 0

0 0 0 0
. . . . . . . . . . . .

...
... · · · · · · . . . 0

. . . . . . bn−j,n−1 0

0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . bn−j+1,n

0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . .

...

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 0

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 0







x1

x2

x3

...

xk

...

xn




= b1jx1xj + b2,j+1x2xj+1 + b3,j+2x3xj+2 + · · ·+ bn−j,n−1xn−jxn−1 + bn−j+1,nxn−j+1xn,

|x∗Cjx| =
≤ |b1j||x1||xj|+ |b2,j+1||x2||xj+1|+ · · ·+ |bn−j,n−1||xn−1|+ |bn−j+1,n||xn−j+1||xn|
≤ βj{|x1||xj|+ |x2||xj+1|+ |x3||xj+2|+ · · ·+ |xn−j||xn−1|+ |xn−j+1||xn|}
( βj := max{|b1j|, |b2,j+1|, |b3,j+2|, · · · , |bn−j,n−1|, |bn−j+1,n|}と定義する。)
= βj|x|∗J (j)

n |x| j = 2, 3, · · · , n.

となるので，J (j)
n に関する先の結果 (定理 1,2)より，

w(Cj) ≤ βj max
∥|x|∥=1

|x|∗J (j)
n |x| = βjw(J

(j)
n ) =

=




≤ βj min
{
∥J (j)

n ∥
(
cos π

n+1

)j−2+1
, ∥J (j)

n ∥ cos π
(n−j+2)+1

}

with ∥J (j)
n ∥ = 1 (j < n

2
+ 1)

= 1
2
βj∥J (j)

n ∥
with ∥J (j)

n ∥ = 1 (j ≥ n
2
+ 1)
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以上より，次の定理を得る：
定理 3 Theorem3

一般の上三角冪零行列C ′に対して for any general upper triangle nilpotent matrix

C ′,

w(C ′) ≤

≤
∑

j<n
2
+1

βj∥J (j)
n ∥min

{(
cos

π

n+ 1

)j−2+1

, cos
π

(n− j + 2) + 1

}
+

+
∑

j≥n
2
+1

1

2
∥J (j)

n ∥βj

=
∑

j<n
2
+1

βj min

{(
cos

π

n+ 1

)j−2+1

, cos
π

(n− j + 2) + 1

}
+

1

2

∑

j≥n
2
+1

βj

where βj := max{|b1j|, |b2,j+1|, |b3,j+2|, · · · , |bn−j,n−1|, |bn−j+1,n|} = ∥Cj∥,
( j = 2, 3, · · · , n )

and C ′ =

=




0 b12 b13 · · · · · · · · · · · · b1n
0 0 b23 · · · · · · · · · · · · b2n

0 0 0
. . . · · · · · · · · · b3n

...
...

. . . . . . . . . · · · · · · ...
...

... · · · . . . . . . . . . · · · ...

0 0 · · · · · · . . . 0 bn−2,n−1 bn−2,n

0 0 · · · · · · · · · 0 0 bn−1,n

0 0 · · · · · · · · · 0 0 0




註Remark 簡単な計算より ∥Cj∥ = βjである。また，j ≥ n
2
+ 1ならば，w(Cj) =

1
2
∥Cj∥である。

また，上記行列B = U∗BU = C = C1 + C ′に対しては次の定理 4が成り立つ。
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以上より，次の定理を得る：
定理 3 Theorem3

一般の上三角冪零行列C ′に対して for any general upper triangle nilpotent matrix

C ′,

w(C ′) ≤

≤
∑

j<n
2
+1

βj∥J (j)
n ∥min

{(
cos

π

n+ 1

)j−2+1

, cos
π

(n− j + 2) + 1

}
+

+
∑

j≥n
2
+1

1

2
∥J (j)

n ∥βj

=
∑

j<n
2
+1

βj min

{(
cos

π

n+ 1

)j−2+1

, cos
π

(n− j + 2) + 1

}
+

1

2

∑

j≥n
2
+1

βj

where βj := max{|b1j|, |b2,j+1|, |b3,j+2|, · · · , |bn−j,n−1|, |bn−j+1,n|} = ∥Cj∥,
( j = 2, 3, · · · , n )

and C ′ =

=




0 b12 b13 · · · · · · · · · · · · b1n
0 0 b23 · · · · · · · · · · · · b2n

0 0 0
. . . · · · · · · · · · b3n

...
...

. . . . . . . . . · · · · · · ...
...

... · · · . . . . . . . . . · · · ...

0 0 · · · · · · . . . 0 bn−2,n−1 bn−2,n

0 0 · · · · · · · · · 0 0 bn−1,n

0 0 · · · · · · · · · 0 0 0




註Remark 簡単な計算より ∥Cj∥ = βjである。また，j ≥ n
2
+ 1ならば，w(Cj) =

1
2
∥Cj∥である。

また，上記行列B = U∗BU = C = C1 + C ′に対しては次の定理 4が成り立つ。

定理 4 Theorem4

一般の行列Bに対して For any general matrix B = U∗BU = C = C1 + C ′，Cは
上三角行列 upper triangle matrix，U はユニタリー行列 unitary matrixである。

w(B) = w(U∗BU) = w(C1 + C ′) ≤ w(C1) + w(C ′) ≤

≤
∑

j<n
2
+1

βj∥J (j)
n ∥min

{(
cos

π

n+ 1

)j−2+1

, cos
π

(n− j + 2) + 1

}
+

+
∑

j≥n
2
+1

1

2
∥J (j)

n ∥βj + r(B)

=
∑

j<n
2
+1

βj min

{(
cos

π

n+ 1

)j−2+1

, cos
π

(n− j + 2) + 1

}
+

+
1

2

∑

j≥n
2
+1

βj + r(B),

where βj := max{|b1j|, |b2,j+1|, |b3,j+2|, · · · , |bn−j,n−1|, |bn−j+1,n|},
( j = 2, 3, · · · , n )

and C = U∗BU =

=




λ1 b12 b13 · · · · · · · · · · · · b1n
0 λ2 b23 · · · · · · · · · · · · b2n

0 0 λ3
. . . · · · · · · · · · b3n

...
...

. . . . . . . . . · · · · · · ...
...

... · · · . . . . . . . . . · · · ...

0 0 · · · · · · . . . λn−2 bn−2,n−1 bn−2,n

0 0 · · · · · · · · · 0 λn−1 bn−1,n

0 0 · · · · · · · · · 0 0 λn
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§3. 非正規行列 non-normal matrix

一般の非正規行列 non-normal matrix

A =

=




a11 a12 a13 · · · · · · · · · a1n
a21 a22 a23 · · · · · · · · · a2n
a31 a32 a33 · · · · · · · · · a3n
...

...
...

. . . · · · · · · ...
...

... · · · · · · . . . · · · ...
...

... · · · · · · · · · . . . an−1,n

an1 an2 · · · · · · · · · · · · ann




∈ Mn

と置く。
w(A)の定義より，w(A∗) = w(A)である事に注意する。§2.のようにAを次のよう
に分解する。

A =
n∑

j=2

A−j + A1 +
n∑

j=2

Aj

Aj :=

1, 2, · · · · · · · · · , j, · · · · · · · · · · · · , n

:=




0 0 · · · 0 a1j 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0 a2,j+1 0 · · · 0

0 0 0 0
. . . . . . . . . . . .

...
... · · · · · · . . . 0

. . . . . . an−j,n−1 0

0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . an−j+1,n

0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . .

...

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 0

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 0




1

2
...
...

n− j + 1
...
...
...

n

where αj := max{|a1j|, |a2,j+1|, |a3,j+2|, · · · , |an−j,n−1|, |an−j+1,n|},
( j = 2, 3, · · · , n )

A1 := diag(a11, a22, · · · , ann)
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§3. 非正規行列 non-normal matrix

一般の非正規行列 non-normal matrix

A =

=




a11 a12 a13 · · · · · · · · · a1n
a21 a22 a23 · · · · · · · · · a2n
a31 a32 a33 · · · · · · · · · a3n
...

...
...

. . . · · · · · · ...
...

... · · · · · · . . . · · · ...
...

... · · · · · · · · · . . . an−1,n

an1 an2 · · · · · · · · · · · · ann




∈ Mn

と置く。
w(A)の定義より，w(A∗) = w(A)である事に注意する。§2.のようにAを次のよう
に分解する。

A =
n∑

j=2

A−j + A1 +
n∑

j=2

Aj

Aj :=

1, 2, · · · · · · · · · , j, · · · · · · · · · · · · , n

:=




0 0 · · · 0 a1j 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0 a2,j+1 0 · · · 0

0 0 0 0
. . . . . . . . . . . .

...
... · · · · · · . . . 0

. . . . . . an−j,n−1 0

0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . an−j+1,n

0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . .

...

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 0

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 0




1

2
...
...

n− j + 1
...
...
...

n

where αj := max{|a1j|, |a2,j+1|, |a3,j+2|, · · · , |an−j,n−1|, |an−j+1,n|},
( j = 2, 3, · · · , n )

A1 := diag(a11, a22, · · · , ann)

A−j :=

:=

1

2
...
...
...

j
...
...
...

n




0 0 · · · 0 0 0 0 · · · · · · 0

0 0 0 · · · 0 0 0 · · · · · · 0

0 0 0 0 · · · · · · · · · · · · ...
...

...
...

. . . . . . . . . 0 · · · · · · 0 0

0
... · · · . . . . . . . . . · · · · · · ...

...

aj1 0 · · · · · · . . . . . . . . . · · · · · · 0

0 aj+1,2
. . . · · · · · · . . . . . . . . . · · · 0

... 0
. . . . . . · · · · · · . . . . . . . . .

...

0
...

. . . . . . 0 · · · · · · . . . 0 0

0 0 · · · 0 an,n−j+1 0 · · · · · · 0 0




1, 2, · · · · · · · · · , n− j + 1, · · · · · · · · · · · · · · · , n

where α−j := max{|aj1|, |aj+1,2|, |aj+2,3|, · · · , |an−1,n−j|, |an,n−j+1|},
( j = 2, 3, · · · , n ),

α1 := max{|a11|, |a22|, |a33|, · · · , |ann|}.

註Remark ∥A±j∥ = α±j ( j = 2, 3, · · · , n ), ∥A1∥ = α1.

であるので，後述からw(A±j) < ∥A±j∥となる。
すると，

w(A) = w(
n∑

j=2

A−j + A1 +
n∑

j=2

Aj)

≤
n∑

j=2

w(A−j) + w(A1) +
n∑

j=2

w(Aj)

=
n∑

j=2

w(A∗
−j) + w(A1) +

n∑
j=2

w(Aj)

となり，A1は対角行列，A∗
−j, Aj (j = 2, 3, · · · , n)には §2.の結果が使える apply

ので，　

w(A1) = α1,
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w(Aj) =




≤ αj min
{
∥J (j)

n ∥
(
cos π

n+1

)j−2+1
, ∥J (j)

n ∥ cos π
(n−j+2)+1

}

with ∥J (j)
n ∥ = 1 (j < n

2
+ 1)

= 1
2
αj∥J (j)

n ∥
with ∥J (j)

n ∥ = 1 (j ≥ n
2
+ 1)

w(A−j) =




≤ α−j min
{
∥J (j)

n ∥
(
cos π

n+1

)j−2+1
, ∥J (j)

n ∥ cos π
(n−j+2)+1

}

with ∥J (j)
n ∥ = 1 (j < n

2
+ 1)

= 1
2
α−j∥J (j)

n ∥
with ∥J (j)

n ∥ = 1 (j ≥ n
2
+ 1)

を得，結局

定理 5 Theorem5

非正規行列Aに対して For any non-normal matrix A,

w(A) ≤

≤ α1 +
∑

j<n
2
+1

(αj + α−j)∥J (j)
n ∥min

{(
cos

π

n+ 1

)j−2+1

, cos
π

(n− j + 2) + 1

}
+

+
∑

j≥n
2
+1

1

2
∥J (j)

n ∥(αj + α−j)

= α1 +
∑

j<n
2
+1

(αj + α−j)min

{(
cos

π

n+ 1

)j−2+1

, cos
π

(n− j + 2) + 1

}
+

+
1

2

∑

j≥n
2
+1

(αj + α−j)

where αj := max{|a1j|, |a2,j+1|, |a3,j+2|, · · · , |an−j,n−1|, |an−j+1,n|},
α−j := max{|aj1|, |aj+1,2|, |aj+2,3|, · · · , |an−1,n−j|, |an,n−j+1|},

( j = 2, 3, · · · , n ),

α1 := max{|a11|, |a22|, |a33|, · · · , |ann|}.

w(A) <
1

2

∑

j≥n
2
+1

(αj + α−j) +
∑

2≤j<n
2
+1

(αj + α−j) + α1

=
1

2

∑

j≥n
2
+1

(∥Aj∥+ ∥A−j∥) +
∑

2≤j<n
2
+1

(∥Aj∥+ ∥A−j∥) + ∥A1∥,

∥A∥ ≤ ∥A−n∥+ · · ·+ ∥A−2∥+ ∥A1∥+ ∥A2∥+ · · ·+ ∥An∥,
and A =
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w(Aj) =




≤ αj min
{
∥J (j)

n ∥
(
cos π

n+1

)j−2+1
, ∥J (j)

n ∥ cos π
(n−j+2)+1

}

with ∥J (j)
n ∥ = 1 (j < n

2
+ 1)

= 1
2
αj∥J (j)

n ∥
with ∥J (j)

n ∥ = 1 (j ≥ n
2
+ 1)

w(A−j) =




≤ α−j min
{
∥J (j)

n ∥
(
cos π

n+1

)j−2+1
, ∥J (j)

n ∥ cos π
(n−j+2)+1

}

with ∥J (j)
n ∥ = 1 (j < n

2
+ 1)

= 1
2
α−j∥J (j)

n ∥
with ∥J (j)

n ∥ = 1 (j ≥ n
2
+ 1)

を得，結局

定理 5 Theorem5

非正規行列Aに対して For any non-normal matrix A,

w(A) ≤

≤ α1 +
∑

j<n
2
+1

(αj + α−j)∥J (j)
n ∥min

{(
cos

π

n+ 1

)j−2+1

, cos
π

(n− j + 2) + 1

}
+

+
∑

j≥n
2
+1

1

2
∥J (j)

n ∥(αj + α−j)

= α1 +
∑

j<n
2
+1

(αj + α−j)min

{(
cos

π

n+ 1

)j−2+1

, cos
π

(n− j + 2) + 1

}
+

+
1

2

∑

j≥n
2
+1

(αj + α−j)

where αj := max{|a1j|, |a2,j+1|, |a3,j+2|, · · · , |an−j,n−1|, |an−j+1,n|},
α−j := max{|aj1|, |aj+1,2|, |aj+2,3|, · · · , |an−1,n−j|, |an,n−j+1|},

( j = 2, 3, · · · , n ),

α1 := max{|a11|, |a22|, |a33|, · · · , |ann|}.

w(A) <
1

2

∑

j≥n
2
+1

(αj + α−j) +
∑

2≤j<n
2
+1

(αj + α−j) + α1

=
1

2

∑

j≥n
2
+1

(∥Aj∥+ ∥A−j∥) +
∑

2≤j<n
2
+1

(∥Aj∥+ ∥A−j∥) + ∥A1∥,

∥A∥ ≤ ∥A−n∥+ · · ·+ ∥A−2∥+ ∥A1∥+ ∥A2∥+ · · ·+ ∥An∥,
and A =

=




a11 a12 a13 · · · · · · · · · a1n
a21 a22 a23 · · · · · · · · · a2n
a31 a32 a33 · · · · · · · · · a3n
...

...
...

. . . · · · · · · ...
...

... · · · · · · . . . · · · ...
...

... · · · · · · · · · . . . an−1,n

an1 an2 · · · · · · · · · · · · ann




∈ Mn.

が成り立つ。
Gershgorinの定理が行列の成分matrix componentsにより，その固有値 eigenvalues

を上から評価 upper estimationするのと同様，これら定理 3,4,5は，行列の成分
matrix componentsにより，その数域半径 numerical radiusを上から評価 upper

estimationしている。しかし，∥A∥, ∥B∥, ∥C ′∥との関係は不明 unknownである。
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[6] Varga,R.S.: Geršgorin and His Circle, Springer, 2004, (x+226)pp..



106 鹿児島経済論集　第62巻第３号（2021年12月）

[7] Lax,P.D.: Linear Algebra and its Application, 2nd ed., John Wiley ＆ Sons,

2007, Hoboken New Jersey.

(邦訳：光道隆Hikari,M.，湯浅久利Yuasa,H.訳『ラックス線形代数』丸善出
版，2015, (x+430)pp..)

[8] 伊理正夫 Iri,M.『線形代数汎論』朝倉書店，2009, (viii+332)pp..

[9] 一松信Hitotsumatsu,Sh.『線形数学』筑摩書房，1976, (vi+291)pp..

[10] 山本哲朗 Yamamoto,T.『数値解析入門』サイエンス社，2003(増訂版),

(viii+273)pp..

[11] 山本哲朗Yamamoto,T.『行列解析の基礎』サイエンス社，2010, (iv+211)pp..

[12] 山本哲朗Yamamoto,T.『行列解析ノート』サイエンス社，2013, (iii+206)pp..

[13] Haagerup,U., de la Harpe,P.: The numerical radius of a nilpotent operator on

a Hilbert space, Proc.Amer.Math.Soc. 115(1992), no.2, 371-379.

[14] Karaev,M.T., Iskenderov,N.Sh.: Numerical range and numerical radius for

some operators, Linear Alg. and its Appli., 432(2010), 3149-3158.

[15] Karaev,M.T.: New proofs of the Haagerup-de la Harpe inequality, Math.Notes

75(2004), 731-733; translated from Matematicheskie Zametki 75(2004), 787-

788. 未見 not yet acquainted

[16] Karaev,M.T.: The numerical range of a nilpotent operator on a Hilbert space,

Proc.Amer.Math.Soc. 132(2004), no.8, 2321-2326.

[17] 中嶋澄 Nakajima,M.: w(A) = 1
2
∥A∥なる例 Examples for which w(A) =

1
2
∥A∥ holds., (in Japanese), 鹿児島経済論集, 第 62巻 (2021年), 第 2号, 37-43.

Kagoshima Journal of Economics, 62(2021), 37-43.

(received 5 September 2021.)


