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Abstract

We prove here the fonowing equation;

l+m = k,l,rn>0

a + l-l\f8 + m-l\^ja + 0 + k-l
I  I \ m } \ k

and give its application to prove the reproductive property of the negative bi

nomial distribution.

These finite sum equation involving binomial coefficients and proof of the re

productive property are not known as far as the author knows.
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QJERとして、一般化された2項係数を．次で定義する：

（:)="("－1ﾙｰ叶い-撫十'）ん！

次の等式が成り立つ。

定理1α､β＞0とすれば，次が成り立つ。

“榊襄"薑‘("手'－1)(β÷閑－1)-(α報が-'）
注これと似た等式：

“側雌票"鬘‘(?)(:)=(・ｵ，）
は

（1＋必)α(1＋")β＝(1＋砥)α+β

の左辺．右辺をそれぞれ|砥|＜1で2項展開して：

）（噌(?)盤‘昨急(:)癬"-噌("ｵ’)〃
むんの項の係数を比較することにより簡単に得られるがこの定理の場合左辺のそれぞれ

の2項係数の上側に動く1. 771が現れている為困難であるように見える。しかし． この方

法と実質的に同じ方法が適用出来るのである。

証明α＞0として|"|＜1で(1＋":)-(伽の2項展開を変形する：
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となり． これを用いる。

(1－麺)一α(1－2:)-β＝(1－砥)－(α+β）

の両辺を|砥|＜1で2項展開：

）（ "_』（ -'1"",1=]） ‐（ ‘ ）(‘≠量(璽寺1-')‘ ｣÷長'剰一』．"-'≠昊叶州-Ⅲ"
し． 紐片の項の係数を比較して

） （ ‘（"+'－1)(‘塀-’ ＝｡+州-』）E
I+7"=Aw,I､mZ0

を得る。□

負の2項分布NB(q,p)

確率密度：'〕(肉)が

,"hfi-'),",",~,'-'鬘0,p+9=1
で与えられる確率分布を負の2項分布．又はPascal分布という。賭博を中断した場合の

賞金の分配問題に関してChevalierdeM6r6(1610-1684)から数学的相談を受けたBlaise

Pascal(1623-1662)がPierredeFbrmat(1601-1665)との往復書簡で考察した確率分布で

あることが．その名の由来である。この往復書簡が数学的確率論の始まりとされている。

具体的には表の出る確率がp,裏の出る確率が9である1枚のコインを何也Iか投げ上げ．

α回表が出るまでに裏がた回出る確率を与えている。

確率変数Xがこの確率分布に従うことを記号でX～NB(q.p)と表わし,X=kとなる

確率P{x=k}は

P{x-I:}-(｡+:-1)"｡､(A)
である。
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負の2項分布の再生性ReproductivepropertyofNegativeBinomialDistribu-

tion

X～NB(Q:,p),Y～NB(β、p),x,Yは独立であるとする。

このときZ:=X+Y～NB(QI+6,")である。

注再生性を持つ確率分布としては． 2項分布binomialdistribution, Poisson分布正規

分布normaldistribution｡ Gamma分布. X2分布Cauchy分布がある。通常再生性の

証明には特性関数characteristicfimction又は積率母関数momentgeneratingfimction

が使われるが以下の証明は初等的である。

証明

z)z(k)=P{z=A}=P{X+Y=A}

E P{x=I}P{Y=m} (独立性より）：＝＝

’十m＝ん.1,m＞o

E px(1)",,('"m)：＝＝

【＋γ郷==k,Z,|加≧0
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（畔|-|)(@W-|),""=""+" E
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（･÷|-1)('+W-｣),"=p･+β E
I+m=ん.I.”z＞0

（"十'－1)(‘+閑－1）=p.+'9" Z
I+m=ん,J172≧0

（α十β#－1)剛』を使った）=pQ+69Jf

（(叶βど臆－1)蝋･雑，‘＝＝

従ってZ～NB(G+B.p)である。□
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