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KをQ(有理数体)上冗次の代数体(n=IK:Q}),o =OKをKの
整数環とする。Kの(分数)イデアル全体のなす群をrと表わし,Pを

単項(分数)イデァル全体のなす群とする。I/PはKのイデアル類群で
l':=M(I/P)はKの類数である。

整イデァルnのノルムをJV(n) := #(O/n)で定義し，分数イデアル

Q=:, (a,bは整ｲヂｱﾙ)のﾉﾙﾑをⅣ(Q)=鵠と定義する｡素イ
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デアル全体の集合をPTimKで表わす。

以下は主にI31 1181 1401に従う。Kの素イデアルを有限素点とも云い
Kの7･1個の実共役体27,2個の共役体に対応する相異なる同型写像は

T1,T2,...,Tj4,…,恥である。脇I :=K7)4, QJ4 :=α刀‘と置き

α'‘＝α万'ER,Kj@CR(1≦ﾉ』≦r,) (α恥：実と云う),

αﾉ』＝α恥笛R,脇匡R('､,≦似) (α恥：虚と云う),

α,‘＝互恵面(r,+1≦〃≦7､,+'･2)

と番号付けをしておく。

mを整イデアルとして

I(m) :={aEII(a,m)=1},(aとmは無縁伽signf/icqnce)

P(m) :={((I)EPI (I=1mod×m}

mod×は乗法的合同である。

と置き,群ﾉ(m)の指標character：

x:I(m)→{zEcI Igl=1}

が

、(("))-重｡(齢)噂" '“ル(｡）
T"ﾉle『e

Wu3 ! |"|
rl＋『卸

Eひ,#=0(''j'ER) u",",｣はxに付随する．
ノ4＝l

を満たすとき,modmのH('(9keの量指標Gr6ssencharakterという。

jV:={nlnは整イデアル,(O) llolds/o『ﾖ(Q)EP(n)nI(m)}

Mの元であるイデアルの最大公約イデアルを上記Xの導手conductorと云

って、率で表わす。m＝m噸である指標X蕊を原始指標primitivecharacter

と云う。ngI(m)のときにはx(n)=0と定義する。
Heckeの原始量指標primitiveGr6ssencharakter:Xを持つし関数を次で
定義する：

‘侭"〃雲《I震,器鯛，>1 (sEc, (1)=OK)
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上記LK(s,X),Xmodm:primitivenon-trivialは次の性質を持つ。

(i)上記Ljr(s,x)の右辺は晩s>1で絶対収束する。又この範囲でEuler積

・農,器=・這既"'-x(j"(p)-｡, "｡>｣
を持つので， この範囲には零点極を持たず， ぴ＞1で有界である。

(ii)LK(s,x)はC全体に解析接続され，整関数となる。

(iii)

・嫌い昨伽'｡哲．『(鯏蝉(…:川辨')…）
f"/'ereA(m) :=2-吃汀-;"rFVm, d"はKの判別式,

､‘={； ： |:墹
と置くと関数等式fUntionalequation

eK(s,x)=T(x)eK(1-s,r)

ujhereT(X)depe"dsonXuﾉ姉IT(x)|=1

(iv)s平面の任意の帯状領域び,≦ぴ≦ぴ2でeK(s,x)は有界bounded
(v)整関数の位数:ordleK(S,X)1=1である。これはord{r(s)1=1,
LK(s,x)(">1) :有界と関数等式(iii)による。
を満たす。

Ⅱ間2r(埜土学土些4)の極より由来するLK(s,x)の零点を自明な零点
trivialzerosと云う。 s=0を除いて況s=0,1には零点が存在しない事が

知られている( I171p.51-56,Th､3.3.1-3.3.3)。

次の定理を証明する

主定理1 meZを一つ固定し,CM,=m(orm+J)とする。また，以
下のびも次の条件を満たすものを一つ固定6xedする。 ;<o<',">'
は十分大きい自然数とする。又,qn_,<t<qnとする。
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LK(s,x)の非自明な零点"070-tri"ialzero:po=A+i'yo('70=0も含め

るincl"di"9)を，

@b=max{,>:',=3+",LK(,,X)=0,q"~}
で定義する。従って，領域{'''=u+"|"<u,ch3-,<"<α碗}は非

零領域zem/ire7E9jo〃となる。

p+, "-,6+>;,8->;, 'y+. ')'-,UK,UFI,Ui", I'M, 1/;f5>0
を次で定義する。

１

１０

γ
うぐ
く
、
Ｊ

Ｏ７

７

０

０

２Ｌ

一

一

一
一
一
｝

ｊ

ｊ

ｌ

－
－

Ｘ

Ｙ
へ
・
２
番

β
一
貝

β
〃
！
伽

拘

くｋ

ｋ
《
ｂ

ｒ
型
Ｅ

Ｌ
一
一ヵ２

１
－
２
１
－
２

右
βｓ

ン
１
．
を
ｌ

シ

（
〃
０
β

へ
〃
‐
町

占
い
一
一

０
．
２
０
．
梱
酬
喋
洲
零
剛

７

ワ
（
》
》
。
２

’
’
十
一
一
β
八
Ｊ
蛎
な
。
，
い

』
β
ｊ

Ｏ

ｋ
ｌ
－
Ⅸ
一
一
７
Ｔ
ｌ
Ｏ
恥
Ｌ
Ｋ

山
β
伜
巾
一
一
’
一
一
十

Ｏ

ｉ
ｌ
ｉ

卜
０
句
Ｉ
１
Ｊ
０

入
仇
β

陶
小
似
岬
叱
副
乢
副
一

い
｜
｜

く

》
鰯
》
岬
峠
洲
繊
斗
州
貼

１

Ｋ
渉
々
″１

●
の
〃
帥
寺

■
の
″
甲

７
７

２く

〃
‐
１

｜
’
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
ｓ
β

：
一
一
く

財
賄
吟
唯
賄
釧
伽
八
回

＋

β
β

の０β

とする(p,, p2,…が存在しない場合もある。このときはβ,=;とする。
)。

注{i"="+"| ;<'4,Um-!≦'ﾉ≦財, 〃≠'70}は非零領域zem/ire
7"jonである。

｡, s､+", /! :=*(｡－伽, t,Y>1, 6>1を

{点堯w噌鎗,｝0＜o一助<min

一
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…(*）

？ﾛｰﾉl≦t≦'γ0＋ﾉl

(これより，
1 1
＜－

I/F~F(｡-'3b)-ls-pol

1

的

１

び

く
一

(グーβb)2+(t一'7O)2

s-po=(o-4)+i(t-70)=("-4)(1+jO(圭)) ),

，隅,>， ("≠") '｡,"=β寺", 怯三詩套，
（ βはp0以外の〈K(")の非自明な零点non-trivialzero)

となるように選ぶ(これは明らかに可能である。 ）と，

｛γ等字呼竿｝
1
-<max

o－βb一

となる。

従って， この結論は定理の仮定(*)と矛盾し, βoは． もはやLK(s,x)の
非自明な零点non-trivialzeroではあり得ない。

主定理lを証明するには次の幾つかの補題を必要とする。

補題1 (H61derの不等式の系）

">1,">0, IA,A+"1で可積分な関数/(t)に対して．

部卿川""≦|削卿川"
削卿'川1/(2")dt≦肘"w)'"l!'値”

が成立する。

証明

(1/2")＋(1/")＝1となるﾉ4をえらぶ。H61derの不等式より

削器"川1/"dt

≦肯{""川《‘ﾙ"'{"!@"
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〃《’,赤《,"‘,{""川"b"
-{M""'/(#I'

を得る。後半については同様にして

削峠側'/(‘)'''"“

≦肯{ﾉW""''"'｢rl"
〃《‘,壼釧‘"‘,{だ‘割｣川"}''鋤"‘〃
‐{剖峰卿'川伽}‘'”

□

補題2">1,m==0,1,2,…とする。夕

m=0のとき

長］
1

グー1側＝1邦｡

m=1,2,…のとき

="筈辿<m!(*)'"{*+$(¥)'"}
〈"!(古)鯉半! (asm→函）

が成立する。即ち

=('･¥)"<",!(FLTﾉ｡r･参1,m=0,1,2,脚＝2 汎ロ

証明先ずfn=1,2,…のときを考える。

/(") :="-｡(logW)mとおくとノ'(")=II-"-'(lOgy)m-'{m一・とノ'(")=II-"-'(lOgy)m-'{m－ぴlog"}であ

一
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るから， ノ'("0)=0となるのは. I/0=exp(f)のときのみである。従って
/(y)の増減を考えると

＝ '笠' (!．"lEL+il･課"≠量(logn)'"g"gzE
Ei r'o 7』＝2 仰げ "=im+! "｡

<AI"''ll･關"Ld"+il．課lm+ "･芸lZd"；Eび

<1"('o¥)"‘"幸(l･課)"&〃ぴ

（・当】)'''¥'+il･課)"'=m!

（・坐‘)""帯｜+(畷器鵲)。<m!

（,坐｣)'畔'＋ "‘ "‘（"）=m!

Th"I!:(:)'"（・当])'峠]+"‘!' 」 '“<m!
e

｛ （ 〃（"坐])"古牛： ”-] ”） ｝=m!

但し, ltlは実数tの整数部分を表わす。又，

m!〃l

＜一
e(¥）

を使った。

m=0のときは

呈些く叶1･"-｣キー
1

ぴ－1抑＝1庇ぴ

となり，補題は証明された。□

補題3(Montgomery-Vaughanの定理, I451の2ndcd.)

Q"EC,AER,">0,Y>1,ぴ>:とする。このとき
ー

たw' 'Z'~''d' -噌卿船r'｡*o(='""
r卿'R｡'|"~"~"''d# =",Z'''@''"~'．千o(y,Z'"'@''"~2.)
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が成立する。ここに，最初の式仇eh瘤tequ"jo凡α60"eに於ける
“ “

Eann－･-i!,RI(Inl2'''-2｡
卯＝1 アE＝1

は収束すると仮定し,Oは絶対定数を持つBachmann-Landauのラージ・

オウ記号'341である。

補題4Qi, ci=ci(")EC, /i(I')→Oas〃→", (j=0,1,…,")とす
る。又, |α01＞|α’ | (j=1,2,…,"),|Ql'ル→1(j=0,1,2,…,wD) (ms〃→
OO7 CO≠0とする。このとき

施

JiJLIZcル)(1+A("))"α:|'/&'=,IIlaxI(mil=|(IO|0＜j＜〃
j＝0

が成立する。

証明nlaXj=1,2,…｡nlai/aol=1/r(r>1)とおく。

＋羊鵲→Ⅲ, IGI'"→】","→｡｡ﾙ=1,2,…､"）
また， nが有限6niteであるので.VE>0に対してヨzﾉ0が存在して，

!/" '+ji(")Cj
<1+E (j=1,2,…,7D)/orv">"o

－e

c6/" '+/b(")

となるが， ここでEを十分小さく選び

1+f l

‐---＝:万く’7．

とする。
孔

|Zci(")('+/i("))"α:|'/"
j＝0

- '"'‘"'"｡' '叶加' |'gG*})'(:)"|"
- '鋤'''"'"仙加' |'2o(#)')|"
= |(bl'/"|Q･' ''+jb("'' |'+o(*)l'"

{'+o(*)}犀赤= lcol'/"|｡ol ll+/b(")|

→ |(IO| (us〃→oc)



中嶋眞澄:Heckeの壷指標を持つZ,-関数の非自明な零点661

となって補題は証明された。□

補題5 111, [21, {121, 1131, I161, 1341, 142], 1431

('1南=‘"・鼠豆('÷:)‘：
(2) !･gr(｡+:"｡+={'･g('-F:w'+F:w}'”＝1

(3)：(‘+')=:妙(’+')=州+：

‐一価+薑{｡_}_肺,+南}！
-!･g(｡+')-2(｡¥,)+o(fF)
＝且'･gs+Z!･gr(s)ds

=1÷'･gs-土手o(iF)S

='･g｡+=+oI#)
和はEulerの定数である。但し，

補題6 [31 1171 1181 I401

(i)

（聯(叶響川"M
Tl＋r2

eK(s,x) :=A(m)｡nr
郷＝1

('-;)",=eA+B｡n
0<Rp<1

（1－:）
A(m)-.

LK(s,x)= eA+B｡n
Ⅱ湾2r ("WJLg｣)- ｡<認,く‘

(ii)上記積に現れる零点zerosjpは無限個姉""eIZI FMz"ある。

９
－
ｐｅ
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証明 (i)LK(1,x)≠0よりek(1,x)≠0．これより関数等式を使って

ek(0,x)≠oとなる。整関数eK(1,x)の位数が1であることと.ek(0,x)f
Oから,Weiel･straSS-Hadamardの因数分解定理|42], {461を適用し

．侭(s,x)=･峠臓sO黒重@('-;)
となる。

(ii)証明省略
これで補題は証明された。□

S
ー

ep

補題7(i)

-gM-{"-BM;'Z｡卿帯(…卿洲")-LK 2

‐零{か;｝
={logA(m)-B}+

（乖諒”≠噌{…_,_繩’≠向 ｝）
lrW2

－面Z”腱
脾＝l

‐琴{古手;｝
={logA(m)-B}+

‐営凧(鋤(…,川鯉満ゞ
l

≠二{剛,‘(，州川迦,｣_<_而南})-零{古手:｝
1

={logA(m)-B}+

("≠赤呼等￥
Tl＋T2

-Z
脾＝1

f{｢…恥,￥墜寺型≠命})-¥{古≠:},
1

(-4"+'#(s,x){"'=
"! LK
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｛,州‘,ゞ叫型 ｝({州六抄釧ゞ量 ‘ ． ）肥＝1

２歳
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７

一

一

1

-零(恩-〃“ ("EN)

ｊ
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ｐ
Ⅱ
且

●
口
日
込

〃
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口
１
０
、

-ffM-{!R,A畔1 (Rs>')LK

”肱""Ain'={ !．洲p), (n=p'",3p;l"･imei(ie(MI,3mEN)0， （その他のとき）

証明(i)補題6(i)の

‘縦剛=n"r(…:…7."｡｡"4('-:) :
A(m)-'

を対数微分logarithmicderivativeして補題5(3)を代入すれば良い。最後
の式は更に〃回微分すれば良い。

(ii)LK(s,x)のEuler積：

‘嫌剛=‘,黒淵=｡．黒卿"!-､(p;｡"'=!
を対数微分logarithmicderivativeすると(Rs>1)

一生(s,x)=Ex(¥)"";"!p) ＝＝
LK pe""" 1-x(p)ﾉv(p)-｡

。。 x(p)"'
=Z log/V(p)ヱー

,f=i jV(p)m｡pEP”mバ

= E !og¥2¥"')
PEP"",,"EN N(p'"),

=EA"g)
(,iXt, jV(n)' .

これで補題の証明は完了した。□
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補題8 jVK(T,x) :=#{pECI O<疵β<1,0≦Sβ≦T,LK(p,x)=0}
と定義すると

ノvk(T+1,x)－Ⅳk(T,X)<logT.

証明補題7(i)に補題5(2)を使って

‐生剛={lo闇≦I(m)-B}半落臓器("州川M)-LK､~''､' <~~｡~~､~~~' -' ' 2fM･~'TI 2

‐零{古寺;｝
=O(lo恩卜零{古寺;}

となるが， ここでs=2+"'を代入して

一生(2+",x)=E4"g
LK (l)InEIⅣ(n)2+jT

。。 x(pm)

＝Z1ogjv(p),暑"(p)'"(2+'T)pEP戒、K

(Jv(p)=pﾉ,pl(p),ノENはpの(絶対)次数, ヨpは有理素数で

9≠pなる有理素数9に対して,素イデアルqがql(9)ならばq≠p)

,…職｡,{,,男…'･"'ZFi"=E

((p)の素イデアル分解を(p)=p,e!…pkeA:とすると，

p”=jV((p))=N(p,)e!…Ⅳ(pk)ek=(pﾊ)e'…(pA).鵬より

e,/!+…+ekﾉﾙ＝nとなるので’≦e"ハ,虎≦『l, i=1,2,…k.)

A 。。 O(1)
=EElogp'" ,Z(,""")〃:有理素数j＝1
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｛'･豊:I I歸臓野onal…3mEN)ujhe'･eA(?') :=

はUo"M(mgoldt関数である。

を使うと

O(logT)÷差(2+iT｡x)=E｛2+毒_,半;｝’

一

｛2赤,非;｝O(logT)+O(1)=E
p

一

｛,報+_誌｝O(logT)=EW
p

｛(2-‘}差告_,,｡｡‘ofγ“ ｝=E
p

1 1

〉亭22+(T_,y)2>r<暑令122+(T_,),)2
>.Z_Ffr;=ZZJ=;{Mr+':x)-'v"}

1

T<γ≦T+122＋12 5T<γ≦T+，

これで証明は完了した。□

補題9( {341補題6.9系の一般化）

｡>;, s≠β,-r',0(7'=1,2,…)として，

(-'4"+!"(s,x)(,!
"! LK

＝-,‘柔！ (‘-:,峠T+O(l･農(2+ltl))+O
（〃＝0,1,2, . . ．）

(妾）

証明補題7(i)より

(-'4''+'"(s,x)("'=
"! LK

(F榊岬￥薑{州)+"F"
Tl＋r2

=-E
ノ4＝1 )‐}“
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－篶｡｡(犬)非熊o{,､'}-¥(｡_;)"
=o(Fir)半｡{薑,､南""}-¥F;F(,eN)
唐2項は， ＠＞：であるから｡ ls+nl-"-'は”について単調減少

一上記右辺第2項は, 〃〉＃であるから｡ ls+nl-'
である。従って
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｜赤{'縁'-.}輪｝＝＝

1

＜研

く麦ﾉ"">す
1

第3項については， これを2つの和に分ける：

1 1 1

零Is-〃‘ -,!R,F;Fr+順累I Is-4峠’
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この第2項を評価する

|,‘票‘ ,綴_;洲|薑,‘異, ,’_;,…
,‘票ルーβ),寺(;-洲割ﾘ,5<,|R' ,,-:,,"

一
一

“

=ZEュー
n=17'<lt_γ,≦"+, lt一γli'+!

<=* Z ’
fEin,し＋’ y'<lt－'γ|≦抑＋l

（罎晶割'≠_､‘_,異←"，）==､:T
、＝，”〃＋’

（峠‘息",‘≠_…雲_蓋,,）==:
”＝，沌〃＋’

零三六1o9(n+ltl)
く碁,志'og2'i'+g,FLr'og2"

ここで，補題8を使った。次に|t|≦1とltl>1の二つの場合に分ける。
ltl≦1のとき

言志1o9(n+ltl)<三方log71
<1.

ltl>1のとき

曼赤'･蟹("川く､吾,古'･g川,要,志log2n<
蓬1o92'i'+1o92,=,六十E皿7'>ltl施し＋’

f:+"¥:frルf農十＝!｡g"“<log21il+log2

=,｡g21tl+"+"u+¥Tlog2 1

"ltl" "|tl" "21tl"

<log2(|tl+2) (as〃→oo).
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|#|≦1とltl>1．いずれの場合も

|,z| {"_;,…|ゞ薑念lo帥川
<log2(ltl+2) (as〃→oo)

以上より

巳と竺生(s,x)(!''=
"! LK

=o(#)-,R,F+F-,'R両雨
--,'RFFT-,!Zf,F;F+o( )
=_,晶筒FT+o('｡艸'+2)'+o(:b)

となり，補題は証明された。□

補題10 s=｡＋虻, :<"<'を〈肘(s)の正則点として, Sに一番近い
<K(s)の非自明な零点は1つとして．それをβ0=6b+j')b,6b<ぴとする
1戯一β|>|s-伽|ﾉ。そして'獄一β01<|s-(-汎)| (n=0,1,2, ･ ･ ･),

|s-p01<ぴ≦|sl, |s一βol<1とする。このとき

(-'¥""(s,x)(,)=- 1+o(1)
"! LK (s－p0)''+!

証明補題9, |s-pol<o, ls一β01<Is-(一")I (n=0,1,2,…)より

"f!=(sx)(',｣＝
"! LK

-,,R, ("_+)m+o(,.g2I21)+o{*}
（,_,.)峠,+(){圭}‐
1

－",箒驫洲臺! (s-;,)"f!+o('･g2(|t叶2))
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(､"T~Mo{("､."}-
1

(．-〃,"…黒洲≦|:=*L+o("艸川）
1

1

（‘_〃,ﾅ("_;.),"｡(リー＝＝

1

(，-伽)畔1,:,善み洲≦,o(1)+O(log2(ltl+2))
1+o(1)

一一
一

(s－p0)''+!

(‘_;,)鵬滞To(log(2川)+O(l･州'州
（補題8を使った｡）
1+o(1)

（｡_,,)峠｜ (｡_:‘洲｡(log(2+ltl))+二＝

+(｡､o((｡､!｡州|+2))
1+o(1)

一
一

一

(s一β0)''+!

("_h)""｡('･g(2HII
1+o(log2(lil+2))

1

o(log2(ltl+2))
1■■■■

(s－p0)"+]

＝二一

(s－p0)"+!

1+o(1)

(s－βFT ｡'〃→ooD
＝二一

補題11 I131, 1161, 1341, 1421
c>0,Y>0に対して

金I薯器d,,-{'.:M
補題12（ '371の改変）
c>0,X,Y>1に対して

(1≦Y)

(0<Y≦1)

’
1 ， （〃≦x"）

志'og(¥)≦1, (ﾙ≦"≦(xY)")
0 , ((xY)"≦肌）

壼臓諜愚'"‘‐
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証明補題11を使えば良い。□

補題13

実数上有界な台IB,cIを持つ複素数値関数/(U)=/,(U)+i/､"), (/,(") :=

町("), /i(") :=S/("))のFburier変換：

鷹 /(u)exp("")du ･･･((n)
はぉの実解析的関数realanalyticfilnctionである。更に麺をz="+"

に拡張した

鷹F(z) := /(")exp(j''z)du…(6)

はz="+jyの複素解析的関数complexanalyticfilnctionである。

注この補題は、ある意味，弱い意味でPaley-Wienerの定理の逆となっ
ている。

証明複素解析的ならば実解析的であるから，後者を証明すれば良い。

F(z)=F("+")=Fi(z)+"(z)=Fi("+j")+"("+")

と置いて実数値関数局(z),&(z)がCauchy-Riemannの方程式を満たし
ていることを以下に示す。

鷹川"",-"'(")｡"d"
/(n')exp(f"Z)={ハ(u)+jji(U)}expl"("+jy)1=

={/,(u)+ij､u)}e~"{cos("")+isin(")}

={/,(U)cos(t):r)一九(u)sin("")}e-m'"+i{/,(tj)sin("")+/i(")cos("")}e-"

であり， この場合積分と偏微分の交換が可能であることから

0月

い{ﾉ,(t)sin("")+/､")cos("")}e~"'drj,＝:＝

a〃

a脇

跨融{ﾊ(‘)〔"(")-州､m(")}‘-噸d“1＝＝

0節

0局

か{ﾊ(『'《"(")-州鼠in("")}e-"I'd",1＝＝

ay

a&

應剛{ﾊ(杣("叶帥)cos(")}｡-""dUa〃
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となり（勿論これらの積分が存在する場合を考えている)， これより

3月 a脇

6" a"'
3Fi aFh

ay ar

が従う。これはCauchy-Riemannの方程式である。□

補題14 {351

mENとして.Ⅳ(n)=mとなる整イデアルnの個数をF(m)で表わすと

F(m) :=#{n : nEIk, JV(n)=m}≦d"(m)<m

/o7．α""smα〃f>0.

ここで

d"(m) :=E '.
両31…ｱ加冗＝肺1

，、

圧

、
Ⅱ
ノ

ノ
Ｉ
、
Ｓ

Ｊ
８ｄ

ｎ
Ｊ
Ｏ

Ｃ
Ｊ

函
Ｚ
目

■
■
一
一

卯

１
１
｜
が

函
Ｚ
目ｉ Rs>1

d"(m)は一般約数関数である。

補題15

(i)

(-¥'gM"-"(,E,A*) 1＝＝〃！ Lk

雲追(l・窯lLG(m八鋼s>1, "=0,1,2, ･ ･ ･
uﾉﾉ,e,℃G(m) := E A(n)x(n),

(1)InEI,"(n)=m

(ii)

､{<"!･恩m, (m=pe,"は費理素数EN)0， （その他）
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証明(i)

-gM-(!E｣A畔｣-Z|"鰯ふ_,"A(¥(n)LK

-=*{"陣畳禺…A(n)x(n)
-,婁券G(m)

この両辺を〃(〃＝0,1,2, . . ．)回微分すれば良い。

(ii)

G('")= E A(n)x(n)
(1)InEﾉ,N(n)=m

< >j log/V(p)＜ logⅣ(p）
pは紫イデアル． IEN: Jv(PI)=m

E logjV(p)
pは素イデアル． IEN：八・(P)I=m

Z logjV(p): (/はpの(絶対)次数）
pは素イデアル. IEN: (ﾉ'/)I=m

E 'ogpﾉ，
pは紫イデアル． IEN： ノ)fI＝m

従ってG(m)=0/o7．m≠pc.pは有理素数,eEN.

よってm=pe,pは有理素数eENのとき，

G(pc)= E logp/
pl(P), IEN: 1)ﾉI=J)e

(p)=p,e!…pkeAr,pjの(絶対)次数をハ, j=1,2,…,kとすると

G(pc)= Z logpハ
p=p1 i=1,…,k:p/jij=pe

E 'ogpﾉ，＝＝

p＝pi j＝1,…,k：〃j＝e

A

=ZZlogpA (ﾊ|侭ではないときはE=')
j=1/ile ハle

A

≦E'ogp@
j＝1

≦Alogm<nlog7〃 □．
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補題16

LK(3｡x)≠，
証明

関数等式

A("'"X'r("￥御f,M9"M2

-TMJE"r(卿ル‘兼岫M)"朏刺2

の両辺を対数微分すると

logA(m噌筈¥("鵬…'ゞL')鵜差剛2

=-logA(m)-薑｡等("L叶咄M)-2

-"(,､,r)
Lk
ｰ

ｊ似
ｕ＋ｊ恥

２

■
の
包
砂十ｓＩ脾、

ノ
ー
１
１
、

一
一
Ｆ
一
ｒ

刃
恥
－
２

７
ワ
ニ

考
硫
Ｚ
伺

仏
一

雌
一
恥
呵

＋
狐

、
剛
叱

り
□
Ⅱ
１

ｓ
ワ
』

鶚
一
一
一

-薑｡¥F(剛ル“壱"川幽順!)
これにs=#を代入すると

ｊ洪
皿

一
一
＋１

１
Ｊ
脾

一
Ｘ
Ｕ
２

Ｕ
Ｊ
■
の
″
の

１
ト
ツ
＋

雌
一
駄
心

十
伶
岼
ｒ
、

ｊＸ
Ｆ
－
ｒ

ｌ
卜
図
恥
－
２

生
酢
恥
Ｅ
同

一
一
７
’

１
１
妙
ｍ
，
ノ
ー
、

１
－
２
Ａ

”
当
〃
蛇

剰
三

-"E'"(""(;+':")+'""'（ ， ）f=1 2r

（繩崎";州‘'）
'.L､2 rノ

=-21ogA(m)-E"!｣下
“＝1

≠○○
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となるのでLK(;,x)≠0.□

主定理1の証明

以降, o(･),o(･),<,～等の記号は〃→+ooのときを考えている。

s=o+", :<o<1,"EN, 1<",x,Y>1, 6>1として次の積分
を考える：

，,=壺臓(-普"差(･ナチ.x){")x'"-4)d"Uﾉ221ogY

（;<"<[,"="…）

ここで後にX=exP(")<=Z;, 6>｣ {43}とする｡6は後に決め
る。

補題12,15を使うと， この積分L'は

ﾙ=;Zc(")::”余I室x噸(Y"-1) du)"s 27TiJI,-i" nujル T"210gY

尚"≦震)｡c(")::g")｡
三＝二

α卯？
〃蚤

｜紬(尋≦11 1 ⅧuﾉﾉleTea流：＝

･ ･ ･(1)

となる。ここで，

(-1)峠':3")==G(")::g") (｡>!)例＝， ns

である。

ここで積分路を次のL=L1+L2+L3+L4+L5に移す。積分路Lは次

の通りである:A>1として

L=L1+L2+Z,3+L4+L5

L!={"一joo,"+"(鴫一t)1,

L2=I"+i"(唯一f),-A+i"(賑一t)},

L3={-A+i"(隙一t),-A+i"(蝋一t)1,
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L4=I-A+i''(1純一t),"+i"(噸一t)1、

L5=I-"+i"(琳一f)↑〃+i"1.

留数定理により，

‘-騎{(-芋'篝(‘手叢)(")X鵲うり}￥
＋制……5 "! LK, . "(:+!*k(s+型､x)(")L総ﾃlldu,
(-'4"""(s,x)("'+＝＝

Iﾉ! LK

余Ar*…"峠L5 "! LK､- ."(-1)"制生(叶塑が)X鵲ﾃildi"
（姜器‘。：＝＝

＋刺…､+L4+L5 "!, LK, . "（－11峠"(s+2, ,'E艦ﾗlldw
…(2)

を得る｡ここで,補題'0を使った｡また, ">1であるのでき(s+:)の
特異点t"＝〃(β一s),"(0-s)は呪"(β一s)<-A,呪"(0-s)<-Aとな
り，積分路Lの定義により積分路Lの右側に特異点'U＝〃(β－s),"(0-s)

は存在しない。

次に(2)の5つの積分を上から評価する。
積分路L1上では,補題15より

*A4"ff(｡+:"'jf総ﾃudi"
〈1室崎-‘'尚'差(‘÷'｡$f'"
蓬竿急G(雲砦m)'A雪詳
奪竿急風(1駕鵜'A雪鄙
鍾"竿,='鶚二4r;f
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ｊ３

ノ

ーｊ
剥
一
崎

糸
烏
偽ｉｐ

Ｆ
ｒ
罰
竺

吋
吋
帥
醒
哨

糾
糾
畔
州
淵

く
一
一
こ
ぐ
く

となる。ここで補題2を使った。

積分路L5上でも同様に

*A､q%峠Lff("¥:IM)"x鵲テリdu)
〈(¥)'一(;《"(芸))"…(3')

積分路L2上では

壷Ao(-茅'姜(叶:､x)!"lf鵲？ud,"
奪志I斯蛮‘瓠'尚'差(…‘+鵲,(隙-M"|×
×,"鰐｡F(I'''
蓬志ﾙｰ‘尚'禁(・学;手Iい'､g),"d"
〈鶚ﾙｰ』両神‘“

("¥')"零(器'い十"芯而＜(筈)"‐ (4)

ここではα"の定義を使った，稿分路L｡1上でも同様に

赤L(-¥'g("+ザル'鶚蓋叫du)

）（γ‘豐菫' ”寒(筈)"＝ …("）
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次に残りの稚分路L3上の積分について考える。B>1として積分路L3
を3つ：

L3,! :=I-A+i"(砺一t),-A-fBI,

L3,2:=I-A-iB:-A+jB1,

L":=1-A+fB,-A+f"(噸一t)1,

0<;-arc"u(:)<ex,（-古)とB…
に分けて評価する。Aの値は後に決めるが，そのAの値に対してBを定

める。

さて

（‘-'｡＋ -44デ卿)"令’
を考える。

仮定しているs－伽=("-4)('+jo(zh))を使い〃>1を考えると

｛(職-',＋ -Aヂ")}'+|
-{(｡-@b)+o(ja)+=AF"}"|
-{(｡-6b)+ ‐芋"}峠’

〃＋1

（崎鵠） ，＝(ぴ一βb)i'+!

｛叶器昂}~《鯵叢‘’
は|U|≦Bのとき，

{叶宏昂 ｝~"傘。
1+o(1)

－

~exp(r4f)

=(1+o(1))exp (F4n)｡"(-'Fgn(‘4恥"1, -'一L）
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であり |"|≧Bのときは，

崎鵲r~"
-|'W5峠｡ ‘叫鶚川峠”
‐嘩似(古ル'職(・豐伽｢"細’
(古）≦exp

である。これらの準備を基にL3,3,L3,2,L3,l上の積分を評価して行く。先
ずL3,3から始める。

*A｡%.半幽,x)(")X鵲ﾃlldu,〃

≦会心篭(噸-｡ uと土L"(s+2,x)(,)
X-Aduノ

"! LK,-." lujl210gY

≦去鰯:"-” 」千°(1) |X-Adi"(s+デーβ0)"+! lujl210gY

≦剤(噸-” 」半｡(1) x-Ad"
|s-"0+寺型|"十'(A2+ij2)logY

≦剤"－， 1+o(1) X-Ad"

（｡_〃+, |,+蔬鵠|''+｣(A2+"2)'ogY

≦制(v;t-I)('+o('))exp(*) X-Ad"（グー恥)"+】 (A2+"2)logY

（‘斗蝿)x-""I,g
1 1+o(l)

＜

-27rlogY(グーβ5FTex') (A2+"2)

(F4n)x-蝋ﾉぽい釜'鍵｝
1 1+o(1)

<27r'｡gYrグーβ5FTexp

(*)¥"(,%,)
1 1+o(l)

2汀logY(グーβEFTexp
＝＝

（・今偽)写{;-…｡(:)｝
1 1+o(l)

＝＝

27rlogY(o－β5Fexp
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",(*)4､F=*)
1 1+o(1)

＜

2汀logY((γ一助)"+!

1+o(1) X-A
1＝＝

（グー的)"+'2汀AlogY

…(5)

ここで⑩EL3,3であるから, uノ=-A+"=-A+j"("－t),

B≦〃≦〃(1儲一t)より

00 . .' . -A+i''("－t）
s+==o+"+
〃 〃

＝ （ぴ－4)+i,/ (且+t≦y≦噸).
〃 〃

従って， β≠p0なるβに対してwEL3,3であるとき

’．+:-,|妄'｡+:_伽｜
となるので補題12を使ったことに注意すべきである。

L3,1上での積分も同様に

*A"4g(｡+:"K)("L鵲ﾃlld,0〃

X-AdlU
(-'¥f!Lk(s+",x)(,!≦圭疏鳥_． ” ‘“ 〃 luﾉ|21OgY

(F4n)¥*t)
1 1+o(1)

<27r'｡gY｢グーβIFTexp
1+o(1) X-A

（ぴ一助)"+'2汀AlogY

…(5'）

となる。

最後にL3,2上の積分を考える：

制繼(-M峠｜差(‘+:､A:)("'x""､)(!"T"21ogY

について詳述する：

|"U|≦Bのとき，

｛叶諾昂}~峠”
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1+o(1)

cxp(姜帯）

‐{‘Ⅷ'1｡"(命)囑"(-＃古）
であるが． これを詳しく述べると玩差鈴く'であるので

{崎鵠} ‘峠”
{崎鵲}~‘…{(-"!･圏(叶え鵲)l
{‘+宕鶚} '”

’1-"'{蒜綜(諾烏)'￥…}lXexp

{崎矧}.'※

li:=:,≠士(g;)'-*(F4:;):'≠…lXexI)

{崎鵲} '｡期,(・坐かP(-iz#
I士(声;)‘ ，;,(識)‘￥－1xeXI)

{崎鵠} '瞳"(芸恥)~FgFM),<1＝＝

｜;{;(諾器)｡ 幸(淵)'≠…}lXeXp

（″4駒)｡"(-’‘豐飾)“{]+o(;)}｡x,)1＝＝

{]+o(;)}×

（｡4鋤)｡"(-,‘豐駒）{｣+o(;)}",,1二二
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-(…''')､4*(-iFgFM)
である。このことを使って

(-¥'=(s+-4,x)(")x""､",
1

A'"I~M~f(｡･+W,x)"¥､gY27Tj

Er(-M"!z(｡寺号､x)(")X=…祭蓋-肌”
1

27Tj

l謝叶．（1） ×~…，祭蓋-呪“
－1

：＝＝

27Ti (s+デーβ0)''+!

l:'==#"=…(1-Y-…)dU
1

(s-'｡+半璽)"+, (-A+")2'ogY
2打j

l:,_ "":､I''､,f,=…(1-Y-州dTJ
1

（'＋元鵠)"+' (-A+")2'ogY
27Tj

（ぴ一β0)"+]

27ri(芸器‘×
1

{1+O(;)}exp(*)exp(_'F2im)X,(1-Y-"-")d"｛'+O(;)}exp("翁)exp(_'南X_,i+"(,_Y-4_")｡，
底× (-A+itj)21ogY

(*)x--
1 1+o(1)

2汀j(ぴーβ5FTcxp

{'+O(:)}exp(-E35)('-y-''+")
"IHJwg+T;";~IJ'･gx)d,×

（-A＋")2logY

…(☆）

（☆)の右辺の積分を

(F4n)x-､%FM,(X) :=exp

{'+O(;)}exp(-'*)('-y-…"+Uwgg";~'"-｡gx)d"底 “p帥gx)｡，×

（-A＋")21OgY

と置いて

ｊ
Ｕ
■
今
、
宙

×
鍛
湿
干
岫

討
耕

／
ｊ
ｊ
ｌ
１
、
・
３
ｌ

ｐ
｜
／
Ｉ

ｘ
／
Ｉ
、

ｅ
Ｄ
△

一
．
啄

伽
ド
ル

Ｆ
× exp("logX)du
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とする。

|{‘￥｡"鶚耕一…’ ’exp("logX)

2
＜

-(A2+"2)lOgY

をみたし，

2

(A2+"2)logy

は可積分integrableであるので

Lebesgueの優収束定理DomillatedCollvergenceTheoremを使って

ノ製FI,(X)=F(x)

である。また補題15より

F(X)の右辺の積分はlogXの従って況X>0でXの複素解析関数となっ

ている。またF(x)の右辺のX-'1もX=0の近傍を除いてxの複素解
析関数であるから

"｡$wJ

×底"'(語糒…lexp("'｡僅加
はX=0を除いて呪X>0でXの複素解析関数となっている。

従って〃＞1に対して

剥製｡P#M:｡x)("x総うりd"
，為(芸器,‘川"鮒伽典農叩)=F(x)
でF(X)はX>0で実解析的で"に依存しない

複素数値実解析関数である。

…(6)
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(1),(2),(3),(3'),(4),(4'),(5),(5'),(6)を使うと

ji,三

G(m)(logm)"1

ア
ー

レ! ,"≦(XY)"
α〃↓

7凡s

1+o(1)
＋

一一
－

(グーβb)"+!

｛（兼｡{(号"馴芸'ル｡ γ芋W
鏡{ﾙﾄﾙ:‘"キノf":}(-¥|g(･帯〃x鵲テリdw,
ｰ

1+o(1) /1
(2)＋（o一A))"+!

｛岬A"‘}具；竺差(汁:，が訓x器ﾃﾘ"←
1

＋蔬

1+o(1) /1

(2)＋（グー凡)"+］

.+!*k(s+",x)("'x"2f"=')"i'
1

/h."{､~ff(｡*:｡xI"¥､菖γ+源

1 <- G('")(logm)!'
ーエ α",＋
〃! ,"≦(X)')l' 〃1s

半｡{(;州芸')"}≠｡{(γ竿)"｝
ｰ

(芸器7{(;)fo(赫赫)}-
(芸器,{(;)-余凡ix)}

=尚"ふ"G("#)"dm+

半｡{(#",,(F=F}ル｡{(r*)"}
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<＝令弟

を得る。ここで上記左辺の第1項：

{(;)¥o(諾壼了)}
が

{(;)"(ボア)}>;
であるようにA>1,Y>1を選び(実際のA,Bの選び方は第1番目に上
記のようにAを選び，第2番目にBを選ぶ)．そして

{(;)-*F(x)}
に関して

"={(3)"(菰壼壼γ)}f(;)‐拙=:
と置き(αがxに依存しないようにAを定めることが出来ることに注意
すべきである。 ）

。-*F(x)≠’
となるよう

×-",(篝)<"坐恥Ⅷ ‘>］
の6を選ぶ。これはF(x)が実解析関数であることと．定数constantで

ないこと(注)から可能である。また上記

α-*F(x)
は〃に依存しないことに注意すべきである。

従って上記品は

ゐく一

（芸器’{煙一夫恥(x)}
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771s尚ふ.G("'):2am+

+O ）｝｛(号",{篝) "手。 {(ya¥､）｝
"城α-*F(x)≠。
…(7)

となる。

典農FI,(x)=F(x)

α-*F(x)≠。
より，即ち

’｡-z%r)|→|α-a,'|>'…→｡。
より，十分小さい正数0<EO<1を

0<|｡,-z,)|-e,
を満たすように選ぶと十分大きいv">1に対して

0<|｡-*"(x)|-借｡<|"-壼剛x)|<l｡-*"(x)|+"
…(☆★）

となる。

上記(7)の左辺の絶対値の；乗平均値積分を考えるが, (☆☆)と補題'から

壺噛|(芸器,{|・-壺叩)|-"}|,“
≦圭願"{(芸器‘ |唾-壼卵)|}'“

l“1,芸器‘{"-壼刑}|，‘,”＜

{(y¥g)'｝｜繩｡｡{(Y半' “ ≠｡{(号層,<p(gFW＜
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1

銭ふ,艸幽辿蝿|・繍|”
鬘|猟㈱(|｡{(r*)"}|≠|o{(;",Igg')刊≠“(。 γ半J)}|T・ ．）｝ ｛（｛（ 里"馴豊'）＜

I。
2

）“h"'",g("'IM:g")"+IFi fz<._-",｡ am

2

1蝋b(｡{(ド芋‘ ゞ）"｝＜

{(;｡xp(5"F｛(;・蝋，(釜） ≠+IO

2

｡"| }| )dtl*｛尚‘ふ｡'"窯圏榊孵､ '"'．+|O

〃'2 〃2

1撫b(('竿川;剛芸! ￥）＜

州|
2

;"&","G("''*g"')"＋ Qm
ノ〃8

'｡“1
2

G(m)(logm)"
dt+Q'm

刀ls

l

1

ア
Iﾉ! ,"≦(XY)"

＜

)｢-|(;"4l"
ex')(g)
(『十 U",

'｡{剥叩ふ
2

G("')(logm)''α,,， dt+
〃1s

＜
一

帯|(脈学)1，ゞ|(号叫豊')T}l"
(8)
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を得る。ここでα,6,c,d≧0に対して(('+6+c+d)2≦4(Q2+62+c2+d2)
であることを使った。

(8)の右辺の積分に対して補題3を使うと

1 /"+hl l+｡(1) ll l ",",､| 1 1;
r{|｡-*F(x)|-"}|"d'1｡_" (｡_〃叢!{α-金F(x)-“ “2h

l･僻怡ふ｡("")*.""＜

(y"!#I)"' (÷"Igw,)"||'｝|＋

'。{(;‘)､ふ等(1･…鱒≠＝＝

）('竿(;!)｡ふ等岫'鋤"噸‘ ≠+O

】

(YEF)'"≠(;"(gF))"｝|＋

|｡{"(h)",ふ鶚岫識･銅霞≠
1

(峡僅芋')．"￥(号陰"Iz=F')"｝| ･ ･(9)＋

ここで， 〃→“のとき

1
＝＝

ぴ一助
1

1 /'0+'' l l+o(1) il l m,､,､| 1 1'

ム,_" (｡_〃峠r{|｡-*F(x)|-｡}|｡d'lim-
ﾚ→“2ﾉl

｛｡{EPWふ等(logm)2"cr"@欝≠<lim
〃→00
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(y"¥')"鳴蛎,IF=;,)｡11'｝|“） （ ）＋

…(10）

(10)の右辺の第1項を補題2を使って評価する：

”為,¥('･g,#
(XY)"/112

（；!）h

（響:"念"雪 "、
(")"5=n(;)"（"!）<eXl)

） （〆 ）<exp

)y'念(;)'雇剛"磯"1 12I'+3（砦＃ ） （2｡_‘ ）<exp

（坐； )y""掌飾壼蒜“<exp

）（"菫"”×(2"＋2)(2"＋1）

(")" （．_； ）（響; y順念伽鋤伽リ 1 12''+3<exp

(11）

(10)に(11)を代入して．補迦4を使うと

1
＜

｜ぴ－β01-

IL(;)"ふ響剛難"'≠<lim
〃→00

1

(幽割鳴緬Igg')'11"＋

|｡{",(g)'蟻念I…峠IL<lim
〃→○○ (古)"鵜，≠
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≠(『芋' ｡“ ｝|”） ≠(;叫篝')"
＝InaX {Y｡"(F=F)(=)｡（ ‘_& ）｛Y･鞭豐； Ⅲ 。

） （ ，(γ僅芋' γ鶴xp(")）｝
＝InaX ） （ “．｛(γ零割γ"馴篝｝ ）｝

…(12）

るので， （12)の左辺はCOに近づき．一方(12)の右辺は
('2)で｡－βb>0を保ちながら. ｡をβbに十分近づければ. βb>;であ

“蕊{(聯零割(樫学')}L"
という有限値6nitevalueに近づき矛盾が生ずる。従ってβ0=6b+ho,">

;なる定理の条件を満たすLK(s,x)の非自明な零点noll-trivialzeroは存
在しない。□

注:F(x)が定数でないことの証明

（芸蝿)x-""G(z) :=F(X) :=exp

×丘｡xp(-'*)('-y-…lex,)(i",｡gX)d"(_A+")210gY

ｊ
Ｕ
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G(z)=constα”tと仮定して矛盾を導く ：この仮定から

¥G(z)=2蕊禁)※dz

×丘exp(-'Z*5)('-Y-…lexp((-A+j")z)d"(-A+")
＝0，

ex2(&LfG(z)= logY

（-班六)(1-…)exI)((-A+itj)z)d"l:ex,×

＝0

一

(-'FgwE)(1-"…)exp((-A+")z)CIuexp

=0

丘

一

（-m向）exp底 (1-Y-ﾙﾄ伽)exp("z)d"
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一

(-#F:#-（－，歳"p("亀)‘，丘｡xp

）（-聯古Y"exp("z)d"僅函，=Y－'1

－

{'､'･gx-="｛"('｡恩x-歳“l:ex,YA

xY-=F5)}""｛"('･恩xy-式‘”隆｡”＝＝

ｰ

Ｂ

Ｂ

一
一
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Ｂ
Ｕ
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Ｕ
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Ｉ
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Ｊ

ｌ
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ｌ

ｊ

ｊ‐
一
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｜
哉
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Ｙ
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岬
岬
岬

ｐ
ｒ
く
１
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２

ｘ
ｐ
△

ｅ
ｘ

ｒ
Ｉ
ｌ
ｌ
ｌ
Ｌ
ｅ

ｌ

Ａ

Ｙ
｜
’

ｰ

{B('ogX-=F5)}YAgll
logX－－坐グーβ0

sin{B(logXY-=FE)}_sin{B(logX-"ローβ、 )+B'ogY}
＝

logXY一三皇 一 logX-"+logY｡一助

ここで, logY=27T,BENとすると
ｰ

YAgll
logX-=E5 - logX-=F5+27｢
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sin{B('ogX-=Z5)}≠0と出来るので
ｰ

logX－－ロー恥
l

－－logXo－的YA=

logX-云両+2両－5』両-lOgx-27r

となる。又0〈ぴ－βb<1であるので5当両-logX>1であるが,A>1
であるので

‐

1

房両一logX1<e27rA ：＝＝ ～1

豈両一logX-27T

となり矛盾を引き起こす。従ってY=e2"､1<BENと選べばF(X)=
G(z)≠constant.D

パラメータX,YjA,B,ぴ－βbの選び方

X=cxp{"},Y=c2",A,BEN,｡-@bは次の条件(a),(b),(c)

‘<‘"寒需-‘,惹云菫}…い’
；-…(:)寒鯉"(-歳)…(b)
: o(爾為)-;f､¥)/;…(鯉，

満たすが，先ず(a)を満たすようにo－A)を選び．次に(c)を満たすよう
にAを選んでから: (b)を満たすようにBを選ぶ。
注意1 ：主定理lを繰り返し適用すると，

C,"_,<70<Ch@内にある零点p0の実部βbは次第に小さくなり，

非零領域zerofreeregion:

｛ぴ＋〃｜助<o,q'-!<t<Q"}

は，左方向に広がって行き，遂には

｛・ﾅ肱':<｡,q,'-'<*<q,｣}
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となる。

主定理は次の結論を導いている。即ち，存在を仮定した伽は実際には存

在せず． ；〈。となるLK(s,x)の零点s="+〃は存在しないことにな
る。この手続きを各伽に施せば，結局LK(s,x)の非自明な零点は半平面

;〈びには存在しないと結論付けられる。
pb=;では上記矛盾が生じないので， この過程は＠=;で止まる。
注意2: logLK(s,X)がDirichlet級数に展開出来る事即ちLK(s,x)が
F111er積を持つ事が重要である。従って，一般にElller積productを持つ

Zeta関数orし関数に対しても，この論文の議論は適用出来るはずである。

注意3: {22)の方法を用いれば,ArtinL関数に対してdelaVall6e-Pollssin
型の非零正則領域が得られ.s=1の｢近く」の可能性を除いて呪s="=1

上に零点，極を持たない事が証明される。このこととI201 [211 1241の方

法を使うとs=1の｢近く」の可能性を除けば。≠；に非自明な零点,極
は存在しない事が証明される。詳しくは{331を参照せよ。
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