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概要

Abstract

Wcstudyllerenon-trivialzerosofHecke'sZ戸fUnctionswithray
classgroupcllaracter.
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KをQ(有理数体)上”次の代数体(n=IK:Q}),Q}),o:=oKをKの
整数環とする。Kの(分数)イデアル全体のなす群をIと表わし, Pを

単項(分数)イデアル全体のなす群とする。 I/PはKのイデアル類群で
/↓ :=#(I/P)はKの類数である。

整イデアルnのノルムをⅣ(n) := #(O/n)で定義し，分数イデアル

Q=:, (a,bは整ｲデｱﾙ)のﾉﾙﾑをⅣ(Q)=淵と定義する｡素イ
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デアル全体の集合をP7･imkで表わす。

以下は主にI391 131 1181に従う。Kの素イデアルを有限素点とも云い
パの7.1個の実共役体， 2『2個の共役体に対応する相異なる同型写像は

T19通､…,774,…,Thである。ハリ｣ :=K7j4,α似:＝α刀‘と置き

α′‘＝α刀｣ER,Kj'CR(1≦"≦γ,) (αか：実と云う),

α"＝α刀@gR,Kj｣ER('･!≦ﾉ｣) (α恥：虚と云う),

α似＝蔬藏('･,+1≦/j≦r,+'･2)

と番号付けをしておく。

mを整イデアルとして

I(m) :={aEII (am)=1}, (aとmは無縁msigr'i/ic(mce)

P(m) :={(Q)EPIn三lmod×m}

mod×は乗法的合同である。

と置き,""E{0,1}, (1≦〃≦I､,)とする。群I(m)の指標character:

x:I(m)→{zEcI Izl=1}

が

Mj4

（,:;,）
rl

Ⅱ
j』＝I

(①）x((｡))=

を満たすとき,modmの放射類群rayclassgroup上の指標characterと
いう。

M:={nlnは整イデアル,(O)/,olds/o,･3(Q)EP(n)nI(m)}

Mの元であるイデアルの最大公約イデアルを上記Xの導手conductorと云

って、率で表わす。m＝m誰である指標X*を原始指標primitivecharacter

と云う。ngI(m)のときにはx(n)=0と定義する。

注上記(●)は1391の第2章定理11(p.64)に相当するが， ここでは定義と
している。

Heckeの放射類群原始指標I)rimitiverayclassgroupcharacter:Xを持つ
し関数を次で定義する：

LK(s'x) :=(展淵, 溌s>1 (sEC, (1)=O侭ル
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LK(s,X),Xmo(lm:Pril,,itivenon-trivialは次の性質を持つ。

(i)上記LK(s,x)の右辺は碇s>1で絶対収束する。又この範囲でEuler積

TM=n-=4Ⅱ ,-x(ni"(P)-｡' "s>](1)InEﾉﾉV(n)。 pEPrjmK

を持つので， この範囲には零点，極を持たない。

(ii)LK(s,x)はC全体に解析接続され。整関数となる。

(iii)

rl

(gf")r(s)"L侭偽x)ek(s,x) :=A(m)繍Ⅱr
似＝1

m而面,‘侭はKの判別式
”

‘'"ﾉle7･eA(m) :=2-r27r-#

と置くと関数等式funtionalequation:

ek(s,x)=w(x)ek(1一s,r)

wﾉ'ereW(X)dependsonXujit/I IW(X)|=1

(iv)s平面の任意の帯状領域ol≦o≦ぴ2でek(s,x)は有界bounded

を満たすので, 0<Rs<1内のLK(s,x)の非自明な零点以外の零点は

9:＝勉'＋…+#Mr,と置いて

s=-1,-3,-5, ･ ･

で7,2＋9位の零点を，

s==0,-2,-4,－6,

で7.,＋γ2－9位の零点を持つ。 (s=0の場合はLK(1,x)≠0が云えるの
で関数等式より7.,＋7,2-9位を超える零点は持たない。 ）
これらの零点を自明な零点trivialzerosと云う。s==0を除いて呪s=0，1

には零点が存在しない事が知られている。

次の定理を証明する

主定理1 7nEZを一つ固定し,qn=m(orm+2)とする。また.以
下の。も次の条件を満たすものを一つ固定6xedする。 :<o<',">'
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は十分大きい自然数とする。又,q"_,<t<GT&とする。

LK(s,x)の非自明な零点”《"'-t7""jzero:pO="+i'γ0('70=0も含め

る伽cl"d"9)を，

'b=!nax{,>; ',-｣’千",LK(p,x)=0,Q"-!<7<C卿,}
で定義する。従って．領域{"'="+"|"<u,q"-!<U<ci"}は非

零領域zem/We7℃'jo〃となる。

j'+, j'-,6+>;,3->3, 'y+"-,UX,UFI,UM,",Mg>0
を次で定義する。
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とする(p,,"2,…が存在しない場合もある。このときはβ,=;とする。
)。

注{I"=M+"| ;<'!, [ﾉ問I_ ,≦U≦財, 〃≠70}は非零領域zc'ひ伽e
7Egio〃である。
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o, s=o+it, /' :=zt(ぴ－βi)), t,Y>1, 6>1を

｛点菱川":薑， ｝0＜ぴ一βb<mill

…(*）

'yI)一ﾉl≦t≦'γ0+ﾉl

（これより，
1 1 1

，

的

１

び

く
一

ｌ
－

ｊｐ

１

８

く
一

1面~5("-6b) (ぴ一助)2+(t－'γ0)2

s-,,=(｡-fh)+i('-")-("-I3b)('+io';E)) 1,

，鰐,>， (,≠"'' '｡,v,-"" ,%=4,-'
（ βはβ0以外の<K(p)の非自明な零点non-trivialzero)

となるように選ぶ(これは明らかに可能である。 ）と．

{"等単'竿’ ｝
1
<maX

o一助一

となる。

従って， この結論は定理の仮定(*)と矛盾し， β0は． もはやLK(s,x)の
非自明な零点non-trivialzeroではあり得ない。

主定理lを証明するには次の幾つかの補題を必要とする。

補題1 (H61derの不等式の系）

">1,">0, 1A,A+"1で可積分な関数/(t)に対して．

鮒"川ﾙ伽皇I削峠"Ⅲ誠l｣""
鮒"川'""≦|肯ﾉw峠卿川噸l''喉”

が成立する。
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証明

(1/2")+(1//j)=1となる/』をえらぶ。H61derの不等式より

"'+"w)''"'("

≦鍬峠卿'川'州‘}''璽'{rN"
〃《‘,赤m74"w#"""

＝{制峠"川譽‘‘‘}v”
を得る。後半については同様にして

制峠"l./(t)l'/(2")(It

≦肯{ﾉ ."'川'’健州#}''蜜W側'鯉"}‘〃
〃《‘,赤(‘",{ﾉw峠"'川"}''鋤"'〃

＝{ｶﾉw峠"Ⅲ‘,}‘'”
□

補題2o>1,m=0,1,2,…とする。

m=0のとき
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が成立する。即ち

。。 (logn)"' ____!/ 1Y"+!
（･当]） 伽｡>1,m=0,1’2㎡F=ff<m!

抑｡
別＝2
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証明先ずm=1,2,…のときを考える。

/(") :=y-｡(log")mとおくと／'(I/)=II-｡-I(logII)"l-'{"'一ぴlogl/}であ

るから､ ノ'(zIo)=0となるのは, "0=exp(f)のときのみである。従って
/(y)の増減を考えると

= '¥!ug豊刺"寺(#÷量 (l･恩n)"'="fzz
”＝， 抑ぴ 抑＝2 〃ぴ "=im+! "｡

<AI".! ('o."+il･課Z+ (logn)'"d"堀‘。〃び

<1.｡ll･豊"ld"ﾅ(1･課)'"r〃

（‘上Ⅲ)'"｣,W)"＝ 7"！

（・坐,)鰯嶬'非(螺釜絲,。<m!

（ ）（･坐[)'幟‘＋器"‘=m!

（"）（・坐,)獅半'+"‘!: ‘ ”<m!

（"坐】)蝿{古+： ”-】 ”（ 〃 ） ｝=m!

但し, ltlは実数tの整数部分を表わす。又，

（¥)"≦響
を使った。

m,=0のときは

薑圭<｣+1=="-Ⅲ条古
となり，補題は証明された。ロ

補題3(Montgomery-Vaughanの定理, I441の2nded.)

｡,,Ec,AER,H>0,Y>1,｡>;とする。このとき

隊"'二"-.-圃‘''‘‘ ＝周婁'｡,&'"o(='",''."…’
r報'Z-"''"-",Z'"''''-o(YE'"'''2''~")
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が成立する。ここに，最初の式沈eβ縄tequ"fona6oUeに於ける
○○ “

E｡""-｡-'',EI(J"|2"'-2。
”＝1 伽＝1

は収束すると仮定し, Oは絶対定数を持つBachmann-Landauのラージ・

オウ記号I33]である。

補題4 (mi, ci=ci(")EC，ハ(")→Oas〃→oo, (i=0,1,…,wD)とす
る。又, laol>|qil (2=1,2,…,n) , |cil'/"→1(j=0,1,2, ･ ･ ･ ,n)"〃→
m,"≠0とする。このとき

、

"IEG(")('+ﾊ("))"α:l'/"=6日灘|(Mil=IcIol
i＝O

が成立する。

証明InaXj=1,2,…,"|(zi/aol=1/'､ (r>1)とおく。

＋淵→], '･','"→Ⅲ",→"｡ ('='↑2,…,凧！
また， 、が有限6niteであるので,VE>0に対してヨzﾉbが存在して，

cl/" '+A(")
<1+E (i=1,2,…,沌)/orv">!ﾉ0

吋/" 1+/b(")

となるが， ここでEを十分小さく選び
1+E 1

－7－＝:万く’
とする。

”

|Zα(")('十
ガー0

ﾊ("))"α:|'/〃

-"''M'|'2:G*)"(:)1"
- '"'+M|'f=o((L)"
= lc･l'/"|．｡Ⅱ'｣' |'+o(*)l'"
= lcol'/"|Qol ll+/b(")| {'+o(*)}"*
→ |qO| ((Ms〃→oo)
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となって補題は証明された。□

補題5 111, 121, 1121, 1131, 1161, 1331, 1411, 1421

(1)ホー…重('÷:)‘-：
(2) !’畷r(･川=-ht)s令薑{'･g(｣-F:3)非命}}
(3)f("+!)=:M("+')-'(s)+:
=-h,+={=f=1[s-(-")半南}l
＝1.g(s+')-Zr去り+o(F÷TF)
＝且'｡閏“十基logr(s)ds

‐器!｡g｡-=+o(fF)
＝!蝿‘半土手o{#)

但し， 70はEulerの定数である。

補題6 1391

(i)

・膝(織州' :､gr(a､帆倣い’
=A(m)r(¥)'r(;)''~'r(s)"LK(､,x)

‐'…,黒く,(1-;)‘儲．

【(¥)'r(;)'!~'r(s)''瞳…,鼻割('-:)Lﾉ《(s,x)=
A(m)-'

(ii)上記祇に現れる零点ze,りs:βは無限個加/i7"ejy7n(mllある。

Ｓ
ｌ
ｐｐ

』
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補題7(i)

＋ｊ
Ｓ
－
ワ
】

Ｉ
Ｆ
ｌ
ｒ竿

ル
ト
ー
’
一

十型
２
１
｜
例
１
｜
剛
Ⅲ
汕
川

ｊ

而
丁
Ⅱ
一
例

Ｉ
Ｆ
ｌ
ｒ

９
－
２

ト
ー
Ｉ
ｊ

＋
１
－
一
加

刈
ゞ
惇
託
詐
牙

ｌＢ
、
Ｉ
ｉ
ｊ
ｌ
〃
’

一
１
－
β

竿
一
潔
鴦
侃
創
討

伸
叫
拙
抑
借
十
割

も
１
－
８

課
鍬
雌
潤
一
“
叶

一
十
一
一
十
十
十

９＋ γ
Ｓ

ワ
室

、
ｌ
ｊ
ｌ
Ｊ
峠
池
ｊ

も

。

■

■

●

１＋

９
両
十
９
１
１
判

γ ｌ

１
－
ｐ
Ｖ
ノ

ー
１
同
一
帆
Ｉく Ｓ

－
一
、
ｌ
ｒ
Ｊ
ｒ
ｌ
ｌ
ｌ
９

酌
Ｅ
回

小
討
‐
揃
牌
筈
一
‘γワ

』

＋
。

仇
圃
芦
刎
↓
｜
削
獅
一
砕
功
Ｎ

、
１
〃
、
１
ノ

ー
動
１
卜
十
一
一
叩
１
割
帳

《
叩
″
一
Ｊ
Ｄ
ｄ
Ｏ
ｂ
、
ｊ
Ｄ
Ｄ
４
０
、

母
１
＋
’
一
ト
ー
例
州
１
＋
ト

ノ

＋

伽
Ｌ
帆
酌
岻
伺
Ｉ
Ｆ
恥
「
〃
佃
函
岻
回
１
〃

１

１

５

伽
函
迩
昌
朴
嘩
唖
同
剛
捌
四
通
同
ｉ
Ｅ
ｐ

－

(ii)

一生(･昨{,悪,些緤(雛，>'）Lパ



中嶋坑澄:Heckeの放射類群指標を持つL-関数の非自明な零点617

ide(II,3mEN)』(n=pm,3p;prime

(その他のとき）｛
logﾉv(p),

0．
u'ﾉ'e7･eA(n) :=

証明(i)補題6(i)の

（｣-:)‘、
A(m)-｡

LK(s,X)=_,"､｡=;,¥"_｡__c'I+B｡n
(¥)'r(;)'!~'r(")｢' 。<鋪,<！『

を対数微分logarithmicdcrivativeして補題5(3)を代入すれば良い。最後
の式は更に〃回微分すれば良い。

(ii)LK(s,x)のE111cr積：

LK(s,x)=Z些皿=n lⅡ 1－x(p)Ⅳ(p)-恩， 冊s>1(,irt,jV(n)' pEFF･mlK

を対数微分logaritllllli(Pdel･ivativeすると(汎s>1)

x(p)Ar(p)~slog八『(p)一生(s,x)＝ ＝E
LK 1-x(p)N(p)-'pEPr抑1K

°。 x(P)'''

J¥gN(p),ZW"
＝＝

pEハ･mlK

log八『(p)x(pm)
Zi＝ニ

ハ『(p"')'pEP『･加！（.mEN

=EA":)
(1)InEノ ハ『(n)' .

これで補題の証明は完了した。□

補題8ハrK(T,x) :=:{"EcIo<呪β<1,0≦Sβ≦T,LK(p,x)=0}
と定義すると

jvK(T+1, JII)一N((T,x)<logT

証明補題7(i)に補題5(2)を使って
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-{'･"(m'-BI")-¥{古手;}
=o(l･恩#'-¥{#;}

となるが， ここでs=2+"を代入して

-=(2+ir,x)=z4"g
LLK (1)InEﾉⅣ(n)2+汀、

。。 x(p'")

=E'ogﾉv(P),ZmS…，pEP減mK

(Jv(P)="ﾉ,pl(p)｡/ENはpの(絶対)次数， ヨ"は有理素数で

9≠pなる有理素数9に対して、素イデアルqがqI(9)ならばq≠p)

"齋…,,"男…'･"'’二(,";‘"”=Z

((p)の素イデアル分解を(p)=p,c! ･･･pkﾙとすると，

p"=JV((p))=jV(p,)e!...jV(pA)"=(pﾊ)態!…(p4).kより

e,/,+…+ekﾉﾙ＝〃となるので1≦ej,/I,k≦", i=1,2,…A.)
k

= o(1)

="""Z'og"',ZWf誹獅’p:有理素数j＝’

<E Awmlog"量一L
p:有理素数 if=i (P)2"'

<"2 E座旦
p:有理素数{",EN(ﾉﾉ'")2

－"'薑響“。

"…い' :｡K I玩篭鯉{"""!""
はI）o〃〃αngo/df関数である。

を使うと

O(logT)半差(2半川一亭{wf=7+;}
一
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oPo(,,_¥{,赤,手;}
一

o(1･刺-亭雛{,千妾_,寺;}
-¥{(,_'):¥f_7β’4’霞｝

2－β

l - 1

>¥22+(f-7),>,&22+(f-7)'

>,"Z"FfF-;r<Z"｣-;{jvir(r+',x)-N耐(T,x)}
これで証明は完了した。□

補題9( I331補題6.9系の一般化）
｡>;, s≠β,-",0("=1,2,…)として，

且』堂L=(s:x)("'
"! LK

=_,‘異, (._;)峠r+O(,.g(2+|'l))+O(JF)
（〃＝0,1,2,…）

証明補題7(i)より

且Z且生(s)x)(")=-r'+¥,-9 9

"! Z,K S"+1 (s+1)!'･1･1
0．

1

-'Z(s+,-f-2"))"非1
．0

1
00

1

-('|-')Z(s-(za"))',+,-"Z(s-(:"))"柵@

-¥("M"EN)
=o(FZ)fo(m峠r)-

“
1

-'Z(s+(2"=,)),÷‘

Ⅱ■■■■
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0． OC
1 1

‐『'Z(s+"|-晦婁(…)!,“
1

-¥(s-t)"| (I'EN)
上記右辺第3,4,5項は, ｡〉＆であるから, |s+'
減少である。従って

”
l

Z,s+h,峠､<

〈I雲,.器,"“
=4.｡(.,+2,｡+';+i2){""",ール．｡(",+2,″+",+i,)(峠,)〃

~{(｡HI),_¥+,s,,}(.","＝ル．｡{(｡+,)2-"2+,繍,,}(畔,)〃
d"

r {"2-ぴ2+IsI2}("+')/2

11順' {",_･,*,"}(峠,",・
府{z,_｡,巽,,}(畔‘"’ ’十

’1脚(,‘,糸"試庶(銭)窓,,” l＜

｜市{'綴'-.}樵赫l；＝＝

|s+"

ー

|-"-1は､について単調

1

＜即

〈妾ﾉ"｡>；
第6項については， これを2つの和に分ける：

¥F芽.r-,,R!"州寺,,R' ,｡-;,'"
この第2項を評価する：

!zf,F圭岬|=,,R, ,｡_;,"



中嶋興澄:Heckeの放射類群指標を持つZ,-関数の非自明な零点 621

‐ ,黒ルーβ1，÷(;-洲峠ri7z<,Zf,F#ド“
OC

l

＝吾n<It異卿兼! lt-71"樵,

〈薑志Ⅷ副’暴畔‘！

‐薑赤(ふ11+_蝿 |z'_&)
‐薑赤(峠ふ‘'≠_…三…!）
〈薑志'．g(n+ltl)

く碁,志'og2'i'+R,FBTiog2"
ここで，補題8を使った。次に|tl≦1とltl>1の二つの場合に分ける。
ltl≦1のとき

三志log(n+ltl)<茎志logn
＜1．

ltl>1のとき

曼志!｡農("+''')<,=,*'｡僅川言,R:r'og2ng
<log21tl+1.g2,=,志咽哩ai,""+!

〈1.g21tl+1･g2Ir舞十ルド等等
=,｡g21l|+"+W+JT

"ltlし 〃lil〃 〃21tl"

<log2(ltl+2) (as〃→oo).

ltl≦1とltl>1,いずれの場合も

,R| ,｡-;,,"" 噌赤log("+ltl)
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<log2(ltl+2) (as〃→oo)

以上より

(-'"'4k(s,x)(")=
"! LK

(Jr)-,|R' :4!-,,Z! ,｡-;,""
1

（士)-,,里! :,-,1峠1-,,票｜ 1.-,}峠，=O

（士）
1 1

=-,|R! '｡-;'"' -,|z! '"-bFm
（ﾅ）

1

=-,'R! I.-"!+o(!°恩2(Itl+2))+O

となり，補題は証明された。□

補題'0 s=｡+it, :<"<'を‘K(s)の正則点として, Sに一番近い
<K(s)の非自明な零点は1つとして．それを'0="+ht),60<ぴとする
ds一β|>|s-po1ﾉ。そして|,帯一脚|<|s-(一γ↓)I (n=0,1,2,…),

|s－β01<o≦|sl, |s-βo1<1とする。このとき

(-'¥+'4｡Y)(l,)=- 1+o(1)
"! LK (s－p0)"+1

証明補題9, |s-pol<", |s--/'01<|s-(一")I ("=0,1,2,…)より

(-1"+!Lk(s,x)I"'=
"! LK

=-,#R$F;F+o'1･92(IMM{=}
1

mFTo{*}-
l

:＝二

-"",,g] (s-i,)峠T+O(log2(lil+2))

｛．_〃,半,"_;･洲｡{!=要抑}-
l

:＝二

(‘-",,毒‘",評漂洲冨‘:三等≦l+o('･霞2(Ⅲ川
1
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zhy#(._,(')-（._,.)峠‘半(‘_:.)峠‘｡(1)‐
1

(‘-"ｼ十1,:峠晶,≦,o(1)+O(l･g2(ltl+2))
1+o(1)

一一 ー

(s一β0)』'+1

(｡_;,,蝋帯To(l･僅(2+川手o(1･g2(|tl+2))
（補題8を使った｡）
1+o(1)

("¥'-(｡_k)"!｡('･g(2+''')M＝＝

+(,_か叢To((s-"0)"+! !.帥|+2))
1+o(1)

二＝： ↑ﾛ■＝

(s－p0)!'+!

(,_尚)峠‘｡(l･豊(2+ltl))+
1+o(log2(ltl+2))

1

o(log2(Itl+2))
(s－p0)"+!

＝＝－

(s－p0)"+[

1+o(1)

(s－ﾉmFT @$〃→ooD
一一
一

補題11 1131, 1161, {331, 1411
c>0,Y>0に対して

｛
ｌ
－ｊｕ

Ｂ
ａ

ｗ
ｌ
が

．
函
函

十
・
Ｉ

Ｃ
－１

１
｜
蔀

logYj

0，

(1≦Y)

(0<Y≦1)

補題12( 1361の改変）
c>0,X,Y>1に対して

’
1 ． （沌≦x"）

（筈)≦1, (X"≦”EiV'og ｿ≦1, (X"≦"≦索I藍鶚隷 (xY)")
0 , ((xY)し≦〃）

dllﾉー

証明補題11を使えば良い。□
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補題13

実数上有界な台IB,Clを持つ複素数値関数加)=/,(")+ij､"), (/,(") :=

呪/(〔'),九('j) :=S/("))のFbllrier変換：

庭 /(t,)exp("")dl） …(α）

は〃の実解析的関数realanalyticfimctionである。更に鉦をz="+i"

に拡張した

庭 /(U)exp(/{'z)dU ･･･(6)F(z) :=

はz="+叩の複素解析的関数complexanalyticfilnctionである。

注この補題は、ある意味弱い意味でPaley-Wienerの定理の逆となっ
ている。

証明複素解析的ならば実解析的であるから，後者を証明すれば良い。

F(z)=F("+jy)=周に)+"(z)=FI("+j")+iFb("+")

と置いて実数値関数届(z),&(z)がCauchy-Riemannの方程式を満たし
ていることを以下に示す。

瞳川｡"("杣』=だ川exp("z)di),
ノ(u)exp(juZ)={ハ(u)+j/b(u)}exp{"("+il/)1=

={/,(U)+ijb(U)}c-"{(℃s(2'")+isin("")}

={/,(U)cos(")－ん(!')sin(IJ")}e~"+f{/,(u)sin(")+/､u)cos(u")}e~"

であり， この場合積分と偏微分の交換が可能であることから

a局

だU{ﾊ('､)sin("")手鯏‘・扇("")}e-""dU,＝＝

aZ

a脇

匿,,{ﾊ(棚)(･os(u")-/､")sin(")}e-"d",aZ

aB

r，{/‘(順'‘･愚(")-州‘伽(")}陰-"‘“：＝二

伽

a昆

豚"{ﾉ,(I')sin("")+/b(")cos("")}e-""d"＝＝

a〃
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となり（勿論これらの積分が存在する場合を考えている)， これより

3月 0尾

a〃 a〃，
aFi a&

＝＝

alノ a韮

が従う。これはCauchy-Riemannの方程式である。□

補題14 1341

mENとして, JV(n)=mとなる整イデアルnの個数をF(m)で表わすと

F(m) :=@{n : nEIK, ノV(n)="'}≦d"(m)<@m<

/or(ml/smα〃E>0.

ここで

d,,(m) :=E '.
打E1…”U↑B＝r沌

注

（割-:言竿,綴｡＝』
dn(m)は一般約数関数である。

補題15

(i)

(-M""zM"'=;*(,Z!A畔）〃！ LK

-;Zu･窯ZG(m),Rs参Ⅲ, "=0,1,2, ･ ･ ･
ujhereG(m) := E A(n)x(n),

(1)InEI,"(n)=7卯

(ii)

c(,")-{<"'･曾m, (m=pe, I)I報理講数eEN)0, (その他）
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証明(i)

-生但x)={|R｣A畔'-Z{"蝿…薑m 7nsz A("(n)
Lk

－皇寺｛‘順虐禺’…A(n)x(n)
=重夫G(m)

この両辺を〃(〃＝0,1,2,…)回微分すれば良い。

(ii)

G(m)= E A(n)x(n)
(1)InEﾉ．Ⅳ(m)＝'n

< >_j log/V(p)＜ logⅣ(p）
pは素イデアル. IEN: 'v(PI)=m

Z logjV(p)1＝二

pは素イデアル. IEN: ｣V(p)I=m

Z 'ogN(p), (/はpの(絶対)次数）：＝＝

pは素イデアル. IEN: ("J)'='"

E logpﾉ，：＝＝

pは素イデアル, IEN: I)/I=m

従ってG(m)=0/o7･m≠"《』.Pは有理素数cEN.
よって7n=pe,pは有理素数eENのとき，

G(pe)= Z 'ogpノ
pl(p). IEN: F'ﾉI＝"睦

(p)=p,e!…Pkek,Piの(絶対)次数をハ, i=1,2,…,kとすると

G(pe)= E 'ogpﾉ’
p＝pi f＝1，…ｬA苫pﾉｵ1t＝砂睡

Z 'og''ﾉ，：＝＝

p＝pi j＝1,…,k：〃j＝《ヨ

A

=EE'og''ﾉ， (/ilcではないときはE=｡)
j＝lノile ハlc

k

≦エlogpe
i＝1

≦Alogm<711og7脚 □
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補題16

LK(;,x)≠‘
証明

関数等式

A(m)T(¥)'r(;)'､~'r(")-x)
=¥(m)'-､r(¥)'r(L;*r(,"-

の両辺を対数微分すると

'｡g,､;f(¥)+早号(;)+"¥(")十差剛
=-logA(m)-弄佇)-竿ド(¥)-晦号(1-s)-
-"(1､,r)
Lバ

ー

=(s,x)+"(,-s,x)=
LK<~' 'L' .Lk

-2*-;F佇)+¥(¥)l-
-早'鼎佇)帯：(;)l-,,F('-,'+f(,'l

これにs＝合を代入すると

’職{謡側'}-謡小器,r)=
=-2'･gA(m)-'f(:)-("-,)f(;)-2,¥(;)≠“

となるのでLK(;,x)≠0.D

羊定理1の証明

以降o(･),O(.),<,～等の記号は〃→+oOのときを考えている。
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s="+", ;<o<1, "EN} 1<",X,Y>1, 6>1として次の積分
を考える：

’=余I篭(-M""z(,+;｡x)"x¥")d"〃 tU21ogy

（;<・<’: !"="+")

ここで後にx=｡*:)<"｡ 6>｣ '42}とする｡6は後に決め
る。

補題12,15を使うと， この穣分Lは

'"-hZguI雲獅''余I鷲x鶚;='lm椴登γ

尚"≦悪,.c(")M:g")"
：＝三

an9

|志“
(n≦x"）

(x"≦γ'≦(xY)")

((XY)"≦”）

Ｑ
ｊ
ｑ
〃
。

１く
一

、
－
ノ
０

勺
八
野
手
一
岬ｉ”脈7℃α”：＝

･ ･ ･(1)

となる。ここで，

(-1)""4k(s｣
LK

G(7')(logn)"
滝

x)(")= ア
〃＝1

(o>1)
71s

である。

ここで積分路を次のL=L1+L2+L3+L4+L5に移す。積分路Lは次
の通りである:A>1として

１
７
多
し
７１

リ
ー
り

一
十
Ⅶ
一

際
叩
噸
．

グ
ロ
０
日
日
、
●
の
α
■
し
ゴ
〃
ｇ
ｇ
Ｈ
Ｅ
、
勺
１
日
日
日
ｊ

Ⅵ
小
・
”
＋
・
池
・
極

ｔ

憐
聯
寺
鳩
媚
Ｍ

Ｌ
馴
肌
一
一
一

姻
蹄
峠
部
州
州

十
一
十
Ａ
Ａ
〃

１
″
〃
一
一
一

丁
ル
ー
’
’
’
’

一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一

Ｉ
２
３
４
５

Ｌ
Ｌ
Ｌ
Ｌ
Ｌ
Ｌ
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留数定理により，

‘-燭{(-群‘差(･幸叢)(")X鵲うり}≠
＋索A……5 "! L〃 〃(-4"+!*k(.令竺,x)(")1鵜ﾃildi"
(-¥'4k(s,x)(")+二二ニ

"! Lk

(-'!"+!"(s+",x)("'x:gg=",＋制‘券‘…峠L5 "! L〃 〃 1"21ogY

（芸器芸‘＋
+*A,…÷L4+Ls "! LK､- ."(-4"+'=("+u,x)(,)x競うlldiU

…(2)

を得る｡ここで,補題'0を使った｡また‘ 〃＞'であるので器(s+¥)の
特異点uノー〃(β－s),"(0-s)は況"(β一s)<-A,呪"(0-s)<一Aとな
り。積分路Lの定義により積分路Lの右側に特異点'‘＝〃(β一s),"(0-s)

は存在しない。

次に(2)の5つの積分を上から評価する。
積分路L1上では,補題15より

制‘ (-筈"差(叶号,x)(")鶚云ll(IIU
〈1菫(1馬渕簔岫,が'|鶚柵“
〈竿婁G(響砦"I~f
蓬竿皇n(l鶚割~鄙
＜"竿急(1鶚二‘1函静
く竿("÷')!(:)"I｡・舞扇，
－耐-(叶')!(:)"'rrf¥
(xY)"

：＝＝
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=(xw"f｣e)|.*｡(:)
<Ixy)|'｢"
<麦(￥)"<(芋)＝ (;",(gg))"…(3)

となる。ここで補題2を使った。

積分路L5上でも同様に

刺｡上:竺芸(．寺竺x)(")x"""=')〃 Uﾉ221ogY

<(￥)'＝ ）（;州豊' ”…(3リ

dl"

積分路L2上では

*A,L=M型芸糾,脈)(")4鵜ﾃlldu,
<志I期Yﾊｰ‘'尚'篝(叶'畔諦"･#
×,伽牒‘,,｡““

零歳1~.胎佃/iIJ,"("),遡側“
〈鶚ﾙ~""制鵬du

<W("刑"鰯fw<(f)"- （γ半')”
ここではUi,!の定義を使った。積分路L4上でも同様に

壷A‘(-芽制芸崎,x)(")X総ﾃﾘdt"

(r'¥I)"…I⑪琴(筈)"＝
次に残りの積分路L3上の積分について考える。B>1として穂分路L3
を3つ：

L3､! :=I-A+i"(I《万一t),-A-jB1,

(4)
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L3,2:=I-A-fB,-A+iB1,

L3,3:=I-A+iB,-A+i"(唯一t)1,

，<;-…(:)<･"(-古)とB…
に分けて評価する。Aの値は後に決めるが，そのAの値に対してBを定

める。

きて

〃＋1

（‘-",+-竿"）
を考える。

仮定しているs-"0=(。－βD)('+fo(zh))を使い〃>1を考えると

{(s-,'+=¥n)}峠’
{("-,b)+o(;E)+=4妾塑 ｝珍鵜‘
{(｡-'b)+-A;"}峠』～

（叶宏烏)'割，＝(グー仇)!'+！

｝~岬’｛叶蒜蓋
は|〃|≦Bのとき，

{叶満;}~"．
1+o(1)

exp(号等）

(F4n)｡"(-'Fgn（・舎励",-,-L）=(1+o(1))exp

であり l1jlZBのときは，

-("+1)
-A+"

1＋〃(ぴ一βb)
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-'1￥"(二伽|艸峠"|叫鶚"r…
-､4m;)|崎｡豐蝿T｢{峠．
≦･蕊1,(*)

である。これらの準備を基にL3,3,L3,2,L3.,上の積分を評価して行く。先
ずL"から始める。

｜刺"(-妾鶚(･帯｡肌ｿ")X鵲予｣d"|
≦圭蹴I"¥ff(･手芸x)I"I蒜器
≦圭鰯峠{' |"考鶚峠71 ,蒜器

≦幸ﾉ"~，,｡_,誉拳|''"(A'謡途γ
臺圭ﾉW("~'' (｡_db)"十! |叶虎鵲|峠'(A2+州･gY

1+o(1) X-Ad"

≦会好嶬-') (‘非｡(1))exp(*) x-Ad,（グー的)''+! (A2+ij2)logY

≦2藤fzw芸器7､4n)x-劇ﾉ:(噸訓仏睾剛璽）
〈2爾,主w芸器腫"(*)x-卿應仏豐鱗）
，蕨,主w芸器7efn)等ﾉ写(,%2)
，癒fzw芸器‘",(志)字{;-…(:)}＝＝

く2薇,帆%*@@xp(*)等｡"(｡=a)
1 1+o(1)

1+o(1) X-A
：＝＝

(ぴ－βb)''+'27rAlogY

･ ･(5)
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ここで”EL3,3であるから, f"=-A+"=一A+"("－t),

B≦U≦〃(叩一t)より

-A+i''(I/-t)s+"=o+it+
〃 〃

＝ (｡-:)+” (号+#≦,≦い
従って， β≠β0なるβに対してuﾉEL3,3であるとき

|s+:-'|>|s+¥-'｡｜
となるので補題12を使ったことに注意すべきである。

L3,1上での積分も同様に

｜夫ﾉf. (-¥'ff(｡半芸測)(")lK総ﾃu"|
≦会暗愚"|(-¥､ff'｡+#､蒜器
<｡,I芸器r"｡(*)¥*t)
1+o(1) X-A

目二＝

(ぴ一βO)"+'27rAlogY

． ．(5'）

となる。

最後にL3,2上の積分を考える：

私．(-芋‘差(,帯Ⅲx)(")X鵲ﾃ11d,"
について詳述する：

'0|≦Bのとき，

{叶孟鵠}~峠。
1+o(1)

exp(姜帯）

=(1+o(1))exp (急)鱈"(-‘六）
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であるが， これを詳しく述べるとズ:主命<1であるので

{'非玩砦制'峠．
{!+宏制W"･玩差為)l
{偏差針‘×

II-"'{玩睾鮠(玩豐弟)｡ }lXexp

{崎姜制'×

｛識,≠士(識) ‘;,(識):‘≠-｜xexp

{'手玩竺制｣"I,("4")""+gFM),<＝＝

｜士(高;)． ‘;､(識):‘￥…lxexp

{'寺諸諸}？'噛"(‘斗鮒)~FgFM)：＝＝

｜;{;(識)" 幸(剤):､≠HXexp

（芸風,)｡測,(-,‘豐馴,)×{'+o(;)}･蕊し

{"o(;)}×

（"4戯,),"(-,"当風,）{'+o(;)}・利，:＝＝

（"二鋤)""(-,点）=(1+o(1))exp

である。このことを使って

*A'｡(-M峠！差1．千一
W

〃 x;"",x)('')
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丘聲(_3"‘差(・帯叔に…祭蒜~')‘“
1

3＝＝

2汀i

W(｡f=¥ベ…祭器~叩“
－1

（s＋デー伽)"+!2祁

l:,_'41=…(1-Y-…)d"
1

1＝＝

(s-I'0+弩禦璽)"+' (-A+i'')2'ogY
2汀i

丘 ！.｡(')"J=…(1-Y-州(IU
l

27Ti
（グー助)"+！ ('+蒜器):'+! (-A+"')2'ogY

刎芸器!×
1

三二＝

)ex''(- ）｛1+O(3)}exp(・圭)exl)-i南X-…(1-Y-A+i")d"
丘× (-A+i")21OgY

（｡*)x--
1 1+o(1)

2'ri(o一βIFTexp

{1+O(;)}exp(_'*)(1-y-…l:i"u!;jgg";~~'｡xp("h"丘 ．p("log剛”×

（一A＋")2109Y

、 . ．(☆）

(☆)の右辺の積分を

(Sn)x-"FI,(X) :=exp

{'+O(3)}exp(-'*)('-Y-''+")
I:i+Uw"+7";~P)<"｡gx),I,×

（一A＋")210gY

と置いて

mm､*)x-@,
×厘僅"(三望結…， exl)(f'!logX)(II'

とする。

|{‘≠｡Gﾙ鋤(-'*)('-)'…､(-A+")21ogy ’cxp("logX)

2
＜

(A2+112)lOgY



636鹿児島経済論染第60巻第4･f;･ (2020年3月）

をみたし，

2

(A2+U2)lOgY

は可職分integrableであるので

Lebesgueの優収束定理DomillatedCollvergenceTheoremを使って

#脇凡(x)=F(x)

である。また補題15より

F(x)の右辺の職分はlogXの従って疵X>0でXの複素解析関数となっ

ている。またF(x)の右辺のX-'1もX=0の近傍を除いてxの複素解
析関数であるから

『(".x)x-.%
×底"1，(三雲,結州exp("l｡抑，

はX=0を除いて況X>0でXの複素解析関数となっている。

従って〃＞1に対して

壷A.･呉；型差(s+:,x)('IL蜑孟ﾃildf"
夫(芸器T/.l,(X) '""/&蝿耶)=F(x)
でF(x)はX>0で実解析的で"に依存しない

複素数値実解析関数である。

…(6)

(1),(2),(3),(3'),(4),(4'),(5),(5'),(6)を使うと

Ｊ■
巳

、
、
ノ

ノ

ヱ
“く－３１１

－
－
－
１
｜
加

ノＬ
’
一 G('")(log7IM)''

α、
〃is

1+o(1)
＋ー1■■■■

4■■■■

(ぴ一βb)''+!
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+O {(;"I,(F=P}ル｡ {(yEP)""
仏"半九・ﾄﾙ"}(一等'芸("手:"剛x総下'）

l

+蔬 duﾉｯ

ｰ

(差器ne)+
非六{A"非ﾉ1℃‘ ,,}噌型差(｡+ﾁバ)(l')州"'-1)Ⅲﾉ21ogY

(芸畿we)*

+刺,．上；里差(，÷筈x)(")X鶚歳lldi"
=尚,ふG("11," α『r!+

dIU-

+O ）｝｛(碁"(芸' " ｡。｛('鯏劇）｝
ｰ

{(;)*o(ボア)}-
{(;)-*"(x)}

l+o(1)

(ぴ一風,)''+!

1+o(1)
一

１

”

＋
へ
ｊ

ノ

伽
工
ｍ

ｌ

く
一

一
、

ぴ
ｌ
｜
肌

ｉ

一

一

G("')(log'")"
om+

〃1局

ｌ
ノー

ｊ
ｊ郷

弓
ｍ

ｉ

Ｕ

ＩＪｘｅ

〆、
ｙ
今ＩＩＯ＋ｌ

〃

ｊｊ
師
一
吋
」

ｌ ＪｘＣ

Ｙ
ｌ
ｏｉｌＯ＋

く＝〉糸

を得る。ここで上記左辺の第1項

{(:)fo(厨奈壼7)}
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が

{(;)"(孟毫7)}>;
であるようにA>1,Y>1を選び(実際のA,Bの選び方は第1番目に上
記のようにAを選び， 第2番目にBを選ぶ)， そして

{e)-*F(x'}
に関して

{(;) o(爾鈴)}f)>;+/:α：＝二

と置き(αがxに依存しないようにAを定めることが出来ることに注意
すべきである。 ）

α-*F(x)≠’
となるよう

（‘弩)寒歳, ‘≧‘X=exp

の6を選ぶ。これはF(x)が実解析関数であることと，定数co11stantで

ないこと(注)から可能である。また上記

｡-*FIx)
は〃に依存しないことに注意すべきである。

従って上記品は

糸<一

（芸器‘{｡-圭剛x'}

＝尚,""c("'*g"')" Qrr)+

。｡{(号",(蓋'冊。 『｡￥' “｛（ ）｝
“…-zw'≠，
…(7)
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となる。

ノ理FI,(X)=F(X)

。-*F(x)≠。
より，即ち

la－余晶(x)|→|α-*FIx)|>0""→｡。
より，十分小さい正数0<fo<1を

0<|"-*F(x)|-・
を満たすように選ぶと十分大きいv">1に対して

,<|･-壼F(x)|-‘,<|・-壼鳳(x)|<|｡-*F(x)|+"
…(★★）

となる。

上記(7)の左辺の絶対値の;乗平均値積分を考えるが, (☆☆)と補題'から
1

1 /70+"l l+o(1) il l ",､,､| ]|F

1卿a.|(;*,{|"-*F(x)|-値｡}|'d*2ﾉﾙ

｛(芸器‘"一六恥)|};"
1 J･"+h

ﾑ._‘＜－

-2/j

“､ (芸器,{伽-余剛}|'"l"＜

{ｵ’噸"｡{('管芋')"}≠｡{(等嘩p(gg')"}+＜

｜“
2

+4EG(")"'")"
l

dtam

"! ,"≦(XY)" 7〃8

)"}|￥|o{(f",(5=F')"}|+{去鯏|｡{('*＜
一
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1

l､）､“尻"‘冒忍,E('"IM:g'")"
1

＋ Q'm
〃lけ

（ {(r*)"}|｡“"｡｡{(r半' ‘ ，￥＜

）｝｛(;…I芸! " ‘÷+IO

"f""｣i,*｛尚"ふ""窯w"ル‘『+IO

（ ） ）“℃(半'"帷州芸'"￥＜

1

）鋼'。h"",｡c("')*g'")" 2両"‘為,,c(抑)(log'")，＋ α〃0
〃1s

|･{剥:軍雌”
2

G(m)(logm)"
α、 dt+

〃1s

＜
ー

)‘.』≠(;蝉,{篝')“ ｝|“(!塑篶’十

'｡{":w旧み，
2

G(m)(logm)"
αm （〃＋

〃1s

＜
ー

）('半'…･'(；"､(F=F')"|"｝|＋

…(8)

ここでα,I),c,(I≧0に対して("+b+c+d)2≦4((,2+62+c2+d2)を得る。ここでα,I),c,(I≧0に対して(α＋
であることを使った。

(8)の右辺の積分に対して補題3を使うと

{|"-赤川|-､}r"’1:堂‘
1+o(1)１

一
助 (グーβb)"+!
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'｡“． 尚,ふ｡
2

G(m)(logm)"
dt+αm

〃1s

＜

1

2')*¥( zし｝｜(魁等I) ¥(＃叩篝))"＋

|･{(；‘)｡"為辮艸胤'≠
）(I¥'"(;)｡ふ響艸州'￥+O

2〃 21，

｜｜(v"¥I) ￥(浄測豊')"＋

|｡{"(h):"","II,鱒≠:＝二

2〃 28，

｜| …(9)(y*) ≠(芳州篝')"＋

ここで， 〃→函のとき

1
－

び一助
＝＝

11:W｡|(=*4|{|"-*"{xII-.'}｢"'：1．_“ ("_風!)峠‘{"-余F(x)-健‘,} d‘lim
し→oc2ﾉ1

1｡{I¥'"(;)',ふ鶚2('｡gm)2"｡"霞≠<lim
〃→”

I

2〃

ll¥(y*) ≠(;",(Fgg))"＋

(10)



642鹿児島経済論集第60巻第4号(2020年3月）

(10)の右辺の第1項を補題2を使って評価する：

"","¥('･g,,')"""'
(XY)"/112

（；!）ノl

")y,*(;)',"･伽，（し!） ，”≦(X}Z"J ('og")"<eXp

（篝)}"念;)'="2(Ig)鰯…（!1"a,,!W）
＜exP

（螢),""ご恥 ‘ ．i墓2,!"闇．l ,2J'+3（"!） （2｡_‘ ）<exp

(")'"Fgn2""<exp

（"菫)鰯…x(2"+2)(2"+1)

,)(_u2""（篝)Y"念伽21伽'） ‘ ”．<eXp

(11)

(10)に(11)を代入して，補匙4を使うと
l

＜

｜グーβbl-

’｡{EP(;)｡=zo(m)2，"≦(X》,)"*;('ogm)'"αm2+
<lim
〃→“

(r"¥I)"￥(f",igv,)"||'｝|） ）＋

I｡{嶬鋤(篝)γ蝉"ご鋤伽2)(2"+1) （．<lim
レート“

(y"¥I)"≠(号"馴豊,1"ll'｝'。） ）＋

伽加叶叫(念)'峠‘≠

=,･"{y",(F=F)(5LF)､
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(畷竿>(｢塑堂)}
…{(γ響>("#)}

…(12）

('2)で｡－βb>0を保ちながら, 。をβbに十分近づければ. Bb>;であ
るので， （12)の左辺はCOに近づき，一方(12)の右辺は

） （｛(ド等毒’ γ陰芋））}･妻”InaX

という有限値6nitevallleに近づき矛盾が生ずる。従って〃0="+f')o,BO>

:なる定理の条件を満たすLjr(s,x)の非自明な零点Ilon-trivialzeroは存
在しない。□

注:F(x)が定数でないことの証明

（｡4n)x-.*G(z) :=F(X) :=exl)

僅僅蕊，(黒糒…)“I州｡曾加×

（・紫）exp
×I＝＝

logy

(-i*)('-''-…')
l:"'!~'=4+5,× exI)((-A+i'')z)d"

uﾉ〃ﾉl Z:=logX

G(z)=consmntと仮定して矛盾を導く ：この仮定から

¥c(g)=｡x':(=｣
dz-､~' logY

x隆嘩，(-害為Y-州 cxp((-A+")z)dU

＝0，
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ここで, logY=27T,BENとすると
ｰ
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YAsin{2(l｡gx_=FU)}=sim{B(l｡g4-=wm)}
l｡gx-r｣EF -15gr_=FF+2"

si,,{B(l｡gX-=W;)}≠0であるので
ｰ

logX－－〃－鋤〕
l

－－logXグー仇）YA=

logX-=ZR+2而一歳三1砲r二万グーβ(〕

となる。又0<o-4<1であるので南-logX>1であるが,A>1
であるので

ｰ

=Wn-'ogX
～l

芸両-logX-27r
1<c27TA ；＝＝

となり矛盾を引き起こす。従ってY=e2",1<BENと選べばF(X)=
G(z)≠const(mt.D
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満たすが．先ず(a)を満たすようにぴ一助を選び，次に(c)を満たすよう
にAを選んでから, (b)を満たすようにBを選ぶ。
注意1 ：主定理lを繰り返し適用すると，
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α"-,＜70＜an内にある零点p0の実部βbは次第に小さくなり，

非零領域zerofreeregion:

｛ぴ＋趾IBb<o,cm-!<t<q"}

は，左方向に広がって行き，遂には

｛｡+i' ';<｡,q"-!<'<c",}
となる。

主定理は次の結論を導いている。即ち，存在を仮定したp0は実際には存

在せず， ：〈oとなるLK(s,x)の零点s=0+茄は存在しないことにな
る。この手続きを各p0に施せば,結局LK(s,x)の非自明な零点は半平面

;〈｡には存在しないと結論付けられる。
Bb=;では上記矛盾が生じないので， この過程は"=;で止まる。
注意2: logLK(s,X)がDirichlet級数に展開出来る事，即ちLK(s,x)が

Euler積を持つ事が重要である。従って．一般にElllcr積I)roductを持つ

Zeta関数orL-関数に対しても，この論文の議論は適用出来るはずである。
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