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KをQ(有理数体)上冗次の代数体(n={K:Q}),o:=oKをKの
整数環とする。oの部分集合である(整)イデアルをアルファベット小文
字太字でa,p, ･ ･ ･等と表わす。Kの整イデアル全体をI:=IKと表わす。

また,Kの部分集合cに対してﾖ範EoI{0}が存在して範cEIKとなると

－



562鹿児脇経済論集第60巻第4号（2020年3月）

きcを（の分数イデアルという。Kの分数イデアル全体を｡ﾉ:＝・ノバで表
わす。

nEノバI{()}のノルムをハ『(n) :=:(O/n)で与える。 ノバの部分集合で
素イデアル全体の集合をP:=恥で表わす。Dc(lekill(1のZ(1ta関数を次

で定義する：

〈州=<脈い") :=, ,農,",vt,"､ 鯛s>1 (sEc, (1)=oK)
〈((s)は次の性質を持つ。

(i)上記<K(s)の右辺は晩s>1で絶対収束する。又この範I州でE111el･積：

{ ,E,""-,!M,-#(p)-〆瞬"参［
を持つので， この範囲には零点．極を持たない。

(ii)<K(s)はC全体に解析接続され, s=1に1位の極を持つ以外，正則
である。 s=1での留数は

臂〈肘(綿)＝2『』(2万)『’1"脈仰可ﾉIKRk.
ここで7･1はkの実共役体の個数, 7･2は（の複素共役体の個数の半分：

γ2＝：("一'･,)で， ！u脈は（が含む1の寒根の個数, d（はパの判別式，
ﾉ1Kは（の類数. R（はKの単数基準である。

(iii)

（卿『(;)"r(")"<蝿㈲eK(s) :=

=:A(,rr(;)"r(織脚侭(獄｜
と侭<と関数等式flmtiollalc(luation:

ek(s)=ek(1-s)

を満たすので, 0<Rs<1内の<K(s)の非自明な零点以外の零点は
s=-1.-3.--5．…で7･2位の零点を, s=-2,-4｡-6,…で7.1+r2位の

零点を持つ。又．上記関数等式と<K(s)はs=1で1位の極を持つ事より
s=0はJ･1+1･2-1位の零点であり

1甥｡祭豐,-(-ﾘ響､側
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となる。これらの零点を自明な零点trivialzerosと云う。s=0を除いて

Wis=0.1には零点が存在しない事が知られている。

次の定理を証明する：

主定理1 meZを一つ固定し､α,,="'(orm+;)とする。また,以
下のびも次の条件を満たすものを一つ固定fixedする。号<"<1. ">1

は十分大きい自然数とする。又, C,"_,<t<q"とする。

<K(s)の非自明な零点鰯｡"-"ji(JIzem: /'0=d)+f'yo(')o=0も含める

inc!""")を，

A:=n叫β>:',="+", <M(,)=0,c,,,-|<,~}
一

で定義する。従って，領域{I"=M+"|"<",q"-,<tﾉ＜α剛}は非
零領域zEm伽e7Wionとなる。

''+, "-,6+>;,8->;, 'Y+, 'y-,",UFi,Ui", v;#, '">0
を次で定義する。
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とする(p,,"2,…が存在しない場合もある。このときはβ!=:とする。
～

)。

注{"'=u+fUI ;<M,U雨_!≦U≦U", t!≠70}は非零領域zc7℃β諺e
fW"71である。

", s=｡+", h:=zh(o－叩, t,Y>1, 6>1を

崎童, 『孟薑w志種,｝0＜ぴ一助<min

･ ･ ･ (*)｡ cは後出

､0－ﾉl≦t≦？o＋ﾉ！

(これより，
1 1

＜

JI~¥~F(｡-6b)-|s-伽’

1

助

ｌ

び

く
一

一

一

(グー鮒)2+(t－')0)2

’-,,=(｡-鮒川''=("-I%io(*)' ):

，%三＃,妻, (,≠/'0) /o'･ v"=/3+h', 鑑三芳参，
（ βはβ0以外の<K(")の非自明な零点llon-trivialzero)

となるように選ぶ(これは明らかに可能である。 ）と

{'値淳『・芋'r鋤"割
1
-<maX

o－助一

となる。

従って， この結論は定理の仮定(*)と矛盾し， β0は， もはや<K(s)の非自
明な零点non-trivialzeroではあり得ない。

主定理1を証明するには次の幾つかの補題を必要とする。

補題1 (H61derの不等式の系）

">1,H>0, 1A"A+H1で可積分な関数/(f)に対して，

離卿川‘"",≦|鉱岬"川"
肯r卿'川‘'"■)df≦I制峠"'川"l'"勘”

が成立する。
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証明先ずm=1.2, ･ ･ ･のときを考える。｡ J

/(") :="-"(logy)"とおくと／'(")="-"-'(logl/)"1-I{'"-iTlog"}であ

るから． /'("0)＝0となるのは, IA)=exp(f)のときのみである。従って
/(")の増減を考えると

- !¥' ('･")'"』｡屑ujlu+="4Im="glm
f=1 "｡ S "｡ II/oI｡狐=2 "。 "=I"｡l+1 〃。

<｣p'‘,非(l･課lm+ "･姜jgLif;,:r何

≦(雲('og~)"'"",+ll・課)"!4rぴ

（"上!)'峠!+il剛課)"'=m!

（"上!)‘馴卜'非1.蓋鵲,。<m!

（"坐,)'耐!＋ ''' ”（"）＝ 7〃！

（"坐｣)''排'+,"!』 」 ”（"）＜ 7〃！
〔）

（"坐!)'"古+； 〃-] ”｛ （ ” ） ｝=m!

但し, Itlは実数tの整数部分を表わす。又．

（令)"<響
を使った。

m=0のときは

=r;<,+ 1痙圭(il'=｣千古『,＝，〃ぴ

となり，補題は証明された。□

補題3(Montgomery-Vaugllal[の定理, 1371の2''(le(l.)
q,!EC,AER,H>0,Y>1, (7>:とする。このとき

r"'=｡,m"-エ ー エ上 ’E“-.-"|2(// =〃暑|(I"|闇"~'｡+o(g'"''''"!~'｡)師＝1

""' ,Z｡""-･-"''i" ==",Z'",, ''"-人 ’E‘禰"-.-"'2.1 ＝H,雲'",, ''"-霞｡半o('',Z'"'''""筆"）”＜Y
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が成立する。ここに，最初の式〃↓ejirste9'""o祁αboUeに於ける
“ “

E"""-｡-",E|""|2"'-2｡
卿＝I r』＝1

は収束すると仮定し,Oは絶対定数を持つBachmaml-Landauのラージ・

オウ記号I261である。

補題4 (zj, ci=ci(I')EC, /i(")→0(zs〃→", (f=0,1,…,皿）とす

る。又, |｡ol>|(nil (j=1,2,…,n) , lcil'/"→1(f=0,1,2,…,妃)as〃→
。o,"≠0とする。このとき

加

,"IEci(")('+A("))"α：l'/"=""|｡il=|qol0＜j＜流
j＝0

が成立する。

証明lnaXi=1,2,….,, I(Jj/(IO|=1/'･ ('･>1)とおく。

＋淵→1, lcil'/''→】"‘"→｡o, (j=1,2:…,剛）
また， 抑が有限611itcであるので､VE>0に対してヨIﾉbが存在して，

c!/" '+/i(")
<1+e (i=1,2,…,")/o'．v"＞"0－■

cl/" '+/b(")

となるが， ここでEを-|-分小さく選び

1+E 1

‐－－＝:丙く’7．

とする。
御

|Zci(")('+ハ("))"｡yl'/l'
i＝0

1ル

GM)｡(:y
L,ci

= lcol'/!'I(Iol ll+九(")| |'+EFL
"co

1/”

＝ '鞠, '1"'‘･' ''十ん("川菫o((¥)')
= '"'!'"'"｡' ''+Jb(")' |l+o(*)|!"

{'+o(*)}"赤= lcol'/"|qol ll+jb(")|

→ ｜α01 （“〃→oo)
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となって補題は証明された。□

補題5 171, l81, 1111, 1261, 1341, {351

（1）南=｡"鼠織亘('寺;)｡-：
(2) logr(…)=-h､計量{l.g('-F:w)+F:w}}疵＝1

(3)f(｡+')=:"("+')=州+1s
--h｡+={4．‐, ｡_(_卿)+南}’
=log(s+1)-志万千o(諄乖）
＝且'｡g職十基logr(s)ds

-:H･g｡-=+o(#)S

=logs+圭寺｡(酢）
但し， ′γ0はEulerの定数である。

補題6(i)

e(s) :=s(s－1)eﾉ<(s)

(")"r(;)"馴州，=s(綴－1)

(;)"r(.)"<"(s)=s(急－1)A(1)sr

（1－;)‘;，＝e州諭"．Ⅱ
0＜職'＜1

（1－;)翫
A(1)-'

<"(s)=" "f:¥:､r,","｡c'i+B｡n
(;)'r(s)'' 。<鋤く」s(s-1)r

(ii)上記職に現れる零点zcmsWは無限個f城""clym,Iz"ある。
注上記0＜卿く1を満たす零点zemを非自明な零点卸｡沌一か商“
－由 、

Zxつo

を満たす零点zemを非自明な零点卸｡沌-tr""Jzeroと
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証明(i)整関数s(s_1)A(1)sr(;)'!r(s)"<K(s)の位数が1である(証明省
略)こと,e(o)≠0から,Weierstrass-Hadamardの因数分解定理{341, {381
を適用し

s(,-')A(')"r(;)"r(‘剛釧-‘…｡黒篝,('-;).:
となる。

(ii)証明省略
これで補題は証明された。□
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(ii)

‐望(蕊)-‘｜,震,“器(職，>'）〈ﾉ〈

｛ '‘鴨ﾊ'(pl:艤職墓…"鳴嚇'EN)”hc'･eA(n) :=

証明(i)補題6(i)の

（1－;ﾙ：
A(1)-"

(;)'|r(s)軍礒峠BsO里く，
<K(s)=

s(s-1)r

を対数微分logal･ithmiCderiviltiveして補題5(3)を代入すれば良い。最後
の式は更に〃回微分すれば良い。

(ii)<K(s)のEuler積：

1 1

〈脈(s)=(,,E,""-,gr=ﾊTFF｡ wts>」(I)fZ,"jv(n).

を対数微分logarithmicderiviltiveすると(Ws>1)

-=(s)=Eハ『(p)~｡logjV(p)
〈パ 1－ハ『(p)-'pEﾉ號

嘩

1

=｡Z.'og!v(p),Z! ｣""pEPk

logN(p)
Z－－－

pePameNjv(p'")"
A(n)

= F~3 ffgz
(1)InEノパⅣ(n)s.

これで補題の証明は完了した。□

補題8 ノVk(T) :=#{"ECI O<砿"<1:0≦Sβ≦T,〈K(")=0}
と定義すると

Njr(T+1)-jVk(T)<logT
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証明補題7(i)に補題5(2)を使って
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一生(2側=｛り震,"iv$"〈バ

ー愚log"(p'Z"器腫繧”
(Jv(p)=pﾉ,pl(p),/ENはpの(絶対)次数, ヨpは有理素数で

9≠pなる有理素数9に対して,素イデアルqがql(9)ならばq≠p)

"…,Ⅲ患儲'･"'Zm箭沖”=E

((p)の素イデァル分解を(P)=p,e!…p庶ekとすると，

p''=N((p))=ﾉv(p,)e!…Jv(pk)ek=(pﾉ｣)e｣…(pA)ekより

c,/,+･ ｡ ･+ek/k=伽となるので’≦ejlハ,A≦", i=1,2, ･ . .ﾙ.)

="愚慰妻,蝿,爪,茎仙:腫擬”
<Z A:"'ogp量一L

〃:有理紫数 ,S(p)2'"

<"2 E Jg
’:有理紫数( ,"EN("",)2

="'言響章“

…Aい)={!｡霞:: |賜縦雪iI･"'"N)
は加祁Mangoldt関数である。



572鹿児島経済論集第60巻第4;j･ (2020年3月）

を使うと
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一
一
一

〕
ｊ
ｊ

Ｔ
Ｔ
Ｔ

ｇ
ｇ
ｇ

叩
一
岫
一
叩

>¥2｡H+-,),>,<Z"2,+(+-Jj,>亭2．ﾅ(+-",>,息,2,+(T-γ1，
＞,息‘赤=;,み,‘=;{ﾊrk(T+1)-"佃｝

これで証明は完了した。□

補題9( [261補題6.9系の一般化）

o>;､ s≠β,-",0,1 (7m=1,2,…)として。

Jf!=(s)(")
〃！ 《k

=-,%R, (｡-;,峠,川･創川Ⅲo(~)"(F坐"）
("=0,1,2, ･ ･ ･)

証明補題7(i)より

(-'!''+!gk(s)I"'
〃！ 〈（
7．，＋7，2－1 1

s"f! +(s-1)!'+!
1＝＝

“
l g､ l

‐'!暑(騨一(-2"))峠T-r'Z("-､""

‐零(‘_;)峠T ("EN)
=o(F=Mo((!_:)",)_
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…‘薑(，_(_2〃‘-迄(．_{坐",)…
1

－零('_;)u" ('ENI
上記右辺第3,4項は, o〉；であるから. ls+r'l-"-' I1'
少である。従って

|s+r'l-"-!は冗

ー

について単調減

二F器F万＜
篭ﾙ雪,‘器,ﾘ“

d〃

＝ル．‘('2+2加十,2+淫)(畔り〃
。〃

‐ル雲{("+,)2－｡2+|Sl2}(職制)′，
。〃

＝ル．｡{"2-o2+|sl2}(鯵制"，

- '1N{灘"_州廟,,}",".ゞ
。砥

≠蛎{",_",#"l
．む

く |ルド' (,:,,*,,"半庶I鱗a"l
- |f"{'｡'-｡}"l

1

<IFF

〈土ﾉ｡『｡>す
1

第5項については， これを2つの和に分ける：

1 1 1

写I翁-,}叶， =,'R, I"-:'"｡R, '｡-t'',*,
この第2項を評価する：

|"票‘ !"_;脚|鬘"異‘順圭,…
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1 1

＝ ,異, I(o-6)2+(t-7)21(峠リノw<,IR| ',-;'',"
◎C

l

=EE
7'=1r'<It-'wI≦,､÷, lt-γ|''+'

〈量土E Ⅱ
、＝，沌〃＋’ ''<ll-'Y|≦'i＋l

（_毫薙,'≠_ふ_"！）=E*
卯＝，抑"＋’

（…吾…‘』ゞ_…三…」）＝量-L
耐＝，”"＋’

〈薑志1.g(n+ltl)
〈碁,念'og2'''+,=!#!･g27z

ここで，補題8を使った。次にltl≦1とltl>1の二つの場合に分ける。

ltl≦1のとき

三歩'｡g(n+ltl)章茎声logn
＜1．

ltl>1のとき

二六'．g(州tl)く‘雪,六!｡州,雲,赤log272<
<-H'og2,=,赤÷,雲,鶚

log"d"

<log21tl+l･g2Ir鵲＋鯨"峠‘
=,｡g21#|+¥+l堅｣1+_xL_

1

"ltl〃 〃ltl" ' "21tl"

<log2(Itl+2) (a錦〃→oo).

ltl≦1とltl>1．いずれの場合も

＜薑志!･帥‘川
1

ド異, {s-I'1峠‘
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<log2(lil+2) (as〃→。c)

以上より

(-1)''十"(s)("'=
"! <K

（置房ir)--"R| I"-F!R| ,｡-;,"=o(*)+o
l l

（(,当"）
1

-,!ZR! '.-;}峠r+o(=)÷C
l

-,'Z!FhF峠！

（仙当｡)"）=-,,z!#F+o('og2(''M)+o(Jt)+｡=_,,異！ ,．_,,‘峠｜+O(log2(|#|+2))+O(妾)+0
となり，補題は証明された。□

補題'0 s="+", ;<o<'を<K(s)の正則点として， sに一番近い
<K(s)の非自明な零点は1つとして，それをβ0=｣"+"0,4<ぴとする

ds-p|>|s一β0lﾉ。そして|s-pol<IS-(-")I ("=-1,0,1,2,…)．

|s-p01<｡≦|sl , |s-"()|<1とする。このとき

J"41,)=- 1+o(1)

"! <K､~' (s－p0)"+】

証明補題9, ls一伽|<o, ls-pol<|s､－")| (''=-1,0,1,2,…)より

(-4''"(s)("'=
ﾉﾉ！ 〈K

l

＝-,‘異! ("-")峠T+O(log2(ltl+2))+

（(14"),"）+o{*}+o

(._"fo{*}半｡(F斗｡7)-
l

:＝三

1

－"義I%､.-tFM!･艸|+2))
1

(s－βIFT+
＝＝：

+(‘_尚,峠ro{(p" }寺F尚両｡{Wf}-
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(．-〃‘…黒洲≦‘差三窯業O(log2(|tl+2))
1

(._"h"_;,)峠To(1)-
1

1

(｡_,．)峠1,:嶬順黒洲蚤‘｡(1)+O(log2(ltl+2))
1+o(1)

1■■■■－

(s－β0)"+'

(,_P('･､'〃川'･艸|+2))
（補題8を使った｡）

1+o(1)

（｡_")鯉“ （,_;,)峠,．(1･豊(2+'‘'))＋
-+(｡_;,)"*!o(('"!･州|+2))

1+o(1)
■■Ⅱ■■■－

(s－p0)"+!

{'_"(!･塵(2+ltl))+
1+o(log2(ltl+2))

1

o(log2(ltl+2))
(s－p0)"+]

二二二一

(s－β0)"+!

（鵲芸‘ ”"→‐口：＝二

補題11 181, |11], 1261, 1341
c>0.Y>0に対して

｛
(1≦Y)

(0<Y≦1)

一
一Ｕｔｄ

ｗ
Ｆ

●
唾
“

’
十
・
２

●
一

Ｃ

ｌ◆
心
釘
⑩

イ
ー
汀２

l()gYi

0，

補題12（ {29]の改変）
c>0,X:Y>1に対して

’
ｊ″

剛

Ｘ
く
一

く
－
し

伽
Ｘ

Ｉ

１く
－１

屯
１
諏
子
一
鵬

／
ｊ
ｌ
、

毎
忌

Ｏｌ
ｌ
ｌ
岬 ﾘ≦1,(x"≦

"壷ば鶚隷‘I泌一 ≦(xY)")
0 , ((xY)し≦沌）

証明補題11を使えば良い。□
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補題13

実数上有界な台IB,cIを持つ複素数値関数/('')=/,(")+jj､U), (/,(U) :=
IR/('i), /､U) :=s/(U))のR)11ri(>r変換：

広川)",(加加, …(｡）
は:rの実解析的関数l･ealallalyticfUnctiollである。更に;rをZ="+il/

に拡張した

川:=庭 /(I')exp(i"g)(It' …(6)

はこ="+jyの複素解析的関数(Pomplexanalyticfimctionである。

注この補題は、ある意味．弱い意味でPaley-Wiellerの定理の逆となっ
ている。

証明複素解析的ならば実解析的であるから，後者を証明すれば良い。

F(g)=F("+『")=fi(g)+j&(z)=FI("+")+j&("+jy)

と置いて実数値関数周(息)．品(3)がCalld'y-RiCmamlの方程式を満たし
ていることを以下に示す。

鷹'(州,い‘狐"=〃州p(j"s)(II',
/(I')exl)(加皇)={/,(U)+jj､I!)}exl)li"("+")1=

={/,(I')+ij､りルーi'!j{cos(")+jsin(")}

={/,(")cos(")－ん(")sin(")}c~"’十j{/,(u)sin(")+/､u)cos("")}c-'''

であり， この場合祇分と偏微分の交換が可能であることから

0Fi l･c

蔭"{ﾉ,(t')sin(')ir)+f2(u)cos("")}c~"''du,1＝二

0郷

0凡"-"-ji(-")}c-蕗,{/,(‘恥"(":)-州‘in(")}値-噸du＝

0節

OF,

簾,{ﾊ(《1‘"(")-州鬮加("ﾙｰ響'‘“1＝こ

り〃

",(ﾊ(伽)si''(":叶州cos('"")}c~''"(It!
0必

＝＝

0〃
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となり（勿論これらの積分が存在する場合を考えている)． これより

3月 a尾
＝＝

a必 a〃，

§且－2塁
a〃

が従う。これはCauchy-Riel''amlの方程式である。□

補題14 127｝

mENとして, jV(n)=mとなる整イデアルnの個数をF(m)で表わすと

F(m) :=3{n : nEIK: jV(n)=m}≦d"(m)<cnf

/o'･ (mysmα〃f>0.

ここで

d"('") :=E '
『Ⅳl…卯lⅦ＝肋』

注

ｈ
ｌ
ノ

〃
Ｉ
、
Ｓ

ｄ Ｉ
花
Ｊ
ｆ

的
Ｚ
目

ｃ
●

一
一

７ １

１
１
－
が

ｍ
Ｚ
Ｈｉ !Rs>1

(I"(m)は一般約数関数である。

補題15

(i)

｡Hgk(s)(,)=薊源(り震JJゞ而冒＝
A(n)1 (f'

〃！ 〈K

尚量12塑旦｡(m), 3ts>1, "=0,1,2, ･ ･ ･＝ ， ， 『
汀15

m＝I

’Uﾉ↓c'･cG(m) := E A(n),
(1)|nEJk,jv(n)=m

(ii)

{､;: |測蝋は宥璽糊eEN)G('")=
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証明(i)

-=(s)=Ffu=A(､） 。。
ア ア ア

(,)fZIIwjV(n)"くK (')EEJK｣v(ILJ.' ,W=! (')InEJ!く,N(n)=m

長］ P A(n)
一

一
1■■■■■■■■

,"ms(')InEj侭． /v(n)=皿

，齢G(7'')
■■■■■

I■■■■

この両辺を〃(〃＝0,1,2,…)回微分すれば良い。

(ii)

A(n)
－

汀Ls

G(m)= E A(n)
(1)InEJK,N(加)=m

E logjV(p)
pは紫イデ7.ル. IEN:N(p')='''

E logN(p)
pは紫イデアル. IEN:N(p)I="↓

E logjV(p), (/はpの(絶対)次数）
pは紫イデアル．にN: ("ﾉ)I=7'!

Z logp/,
pは燕イデ7.ル．にN：〃ﾉJ＝"I

従ってG(m)=0ノo'，m≠pC'〃は有理素数,eEN.

よって7n=pp,"は有理素数. cENのとき，

G(pc)= E logp/
pl(P). IEN:〃〃＝Fjc

(")=p,e! ･･･pkck:p,の(絶対)次数をハ, i==1,2,…,Aとすると

G(pc)= E 'og"ハ
p＝pI i＝1，…,k：〃ﾉjIj="c

E 'og"ﾉ，
p=pi i=1,･･･,k:"j=c

A

=EElogpA (/ilcではないときはE=')
j=1/ilc ノilc

k

≦E'og''@
j＝1

gklogm<""logm □．
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補題16

‘脈(#)≠･
証明

関数等式

(￥)”(;)"'r(s)'霞〈侭(s)=A(1)'-srA(1)sr r(1一s)'璽〈K(1-s)

の両辺を対数微分すると

“"('崎号(;)+,幸(‘)+差(翁'＝
-logA(1)-等佇)-,¥('-,1-¥('-｡)

ｰ

堂(州差(1-s)=〈k

=-2'｡gA(')-:f(¥)-::(;)-
rノ I,ノ

ー『*('-s)－γ'T､s)

これにs=;を代入すると

2:=-2!･gA(')-,!:(:)-",:(;)誤“
となるので〈K(;)≠0.D

補題17

{(-¥@zM:)("Z袈歳｣}Res
uﾉ=I'(1-s)

く,,号豐fz7"i",，僅彦，
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証明

補題7,(ii)の

１
１

峠
畔

１
．
１

１
ｊｌ

Ｑ
１
ｌ
『

叩
一
レ
ー
且
ｆ
Ｉ
ｌ

＋
一

丹
型
〃

く＋
＋Ｓ

刊
１
１
ｆ
ｔ

｜
洲
函
工
回

晦
辿
〃
２℃

十
＋
７
１
公

１
ｓ
｜
Ｎ

ｒ
ｉ
ｌ
判
Ｅ

一

一
一
〃
し

Ｉｒ

ｊ

２

〃

’
判

くｊ切
一
〃
１
イ
〃

汁
⑩
一
レ
ー
｜

”
幽
嚥
糾
鍔

１

器
ゞ
唱
黙

一
－

１

より

｛(-芋‘差(･帯'"'等端1) ｝Res
l囮=''(1-s)

Fff孟ﾃ1) L雲釧,、=""+1聖上
"!d砂〃

耐昌胤("_僻,!(‘刈地-' 鵬幾{x"'(Y"'-1)}
""+! NL､ (-1)A

＝＝

I"=I'(1一念）

""+』 ’′ （－1)庶

而昌臘!i"=4A)!(k+')!"'-'-傭×
一
一

x{('ogXY)!'-k(XY)"-('ogX)I'-kX"'}||!,_''(!_"!
〃〃＋1 〃

<暉昌k!("LA)!(A+')!'I0'-'-k('ogxY)｣'-k(xY)"' | ,.-"(!_｡)
１
１

仙
Ｙ

ぴ
以
一
ｊ ｌぴ

Ｗ
Ⅸ

Ｄ
（
、
Ｉ
ノ

Ｊ
１
、
〃

Ｘ
歌

冷
Ｙ

１
Ｘ

１
ｇ
Ｘ
ｂ

唾
判

０
托
″
〃

１
ｋ
ｋ

＋
’
１
一

ｋ
－

２
八
列

Ｊ
１
２

Ｋ
吟

Ⅱ
－

１
〃

勺
１
ｋ

’
１

ｓ

一
Ⅱ

ｊ
１

－
■
■
１
●
■
■
■
０
◆

１

“
Ｅ
苧
Ｚ
Ｈ

が
一
唾
１
｜
岬

く
く

(X器衝'=I=k)!""'(!-｡''÷嫌(1()gXY)"-A
,(禺澤蓋y室("坐卿!"(|(1-s)|!'-A(1･曾川…
,,票豐壼y書向1"''-All､|''-k(logXY)"-k
ﾛ鶚壼γ書か'll-sII(l･隠川‘

＜

＜

＜

＜
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<,,穿豐蓋,,“

ﾄ割,(ﾙ｡'順州}-,Z,;(ﾙ･Ⅲ･州1×

零,,穿豐蓋Vexp{"|1-sl log(川
＜筈当‘毫器'葦,禺豐登γ
<iT黒黒gγ
(実刺|近くの零点を考えているので|1-sl<c'"j"ﾙﾖc>0.)

□

主定理1の証明

以降, o(.),O(･),<,～等の記号は〃→+Ooのときを考えている。

s=o+", ;<"<1, "EN, 1<",X,Y>1, 6>1として次の積分
を考える：

4=凱駕{-筈離+f)"'¥r=d"’"21ogY

（;<"<，:"="+',)

ここで"後にx=<"t)<=z;: j>｣ '35'とする｡6は後に決め
る。

補題12,15を使うと， この稚分L,は

ん-h=c('')||:g")鯵煮j篭x鶚ﾃ1)扉篭予

尚"≦悪)u,gilll祭馴“
＝

α師？

’
(n≦X"）

(x"≦伽≦(xY)")

((XY)"≦n)

1

歳'og(¥)≦1,
0 ，

⑩ﾉﾙe7･enn:=

．(1)
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となる。ここで．

（-り噂(s)(")=薑帥､"("-!)
である。

ここで穂分路を次のL=L1+L2+L3+L4+L5に移す。穂分路Lは次
の通りである :A>1として

L=LI+L2+L3+L4+L5

L!=|"一ioo, "+i"(隙一t)1,

I,2={"+1"(略一t),-A+f"(晩一t)1，

L:,=I一A+i"(I猛一t),-A+i"(琳一f)1,

L!=I-A+j"(I/;術一t)》〃+d"(1儲一t)1:

L5=I一"＋"(唯一t),"+i"l.

留数定理により．

｛(-3峠‘差(珠:'("¥鵲ﾃu"I"=ReS
u@＝0

｛{一等‘差糾割"x;ffl++Rcs
11，＝"(1－蕊）

L/ (-'~"=(s+")!"'"g､－u(fu,A!-帯…5 z'! <〃 〃 ”』霞logY＋源

(-'｡k(s)("'+＝

〃！ 〈（

{<-¥｣¥M:'"f鵲下u"+R(>s
w＝'ﾉ('一蕊）

L/ (-'｡k("+2)(")x4､",A,"珠‘…L5 "! <K1- ' "' '"21OgY＋砺

（鵲呈,半。｛,Ⅲ祭;菫γ}＊＝二

L/ (-'¥"=(s+4)(""¥.')(ﾉⅢ『A,"璽払…L5 "! <K,- . I'' (II21()gY＋源
…(2)

を得る｡ここで,補題10.17を使った｡また, ">1であるので器(繍十帯）
の特異点'"=I'("-s),"(0-s)は疵"(β一s)<-A.呪"(0－獄)<-Aとな
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り，積分路z,の定義により職分路Lの右側に特異点切＝〃(β一s),
は存在しない。

"(0-s)

次に(2)の5つの祇分を上から評価する。

積分路LI上では,補題15より

且』里塾(s+:)"lE器ﾃLl(II"
1

A， 〃！2減 〈k

｛堂"m~!);|g("4-"gJz可雨戸T""
＜

〈K

〈世z=G("!"")" ルー‘‘’〃！ ”i=2 〃L"+1 lt"12

〈凶qと量幽迦土l/｡｡d"ル〃！ 岬"+’ ｜"'2m＝2

〈"1型と量(log'7')''+! /oo (M'"I〃1 ,fZi !""+】 ｜”'2

〈響と(,川 （＃)"鞭'ﾙ°｡"‘宰,，
(XY)"L. ､､,/1Y'+2 ．． ．〃

（:） ル ’十,’一両f("+')!
＝＝

､xY)'¥(:)"'(:（"） （2）

（:)峠,<(xY)"

（;州豐')"…(3)
1 /XYY' /XYV'

(¥%(¥)＜－
ぴ2

となる。ここで補題2を使った。

積分路L5上でも同様に

夫ﾉ!｡(-茅'差(汁；)(")X鶚逢う1)
〈(芋)'=(;‘"(芸))"…13')

ffw

穂分路L<》上では
~

赤A、 (-¥!fk(s+〃！ 〈パ ;){'')x鵲ﾃlldt"
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〈志I系;鰐室-‘'尚'蓑(…畔:+;,(賄一り'"| ,<
×,"緤川鰯‘!”
〈志ﾙｰﾊ尚|差(‘寺:÷叩伽IR篝当F(I'!
〈鴇I一‘(",‘)差‘,璽‘“

）〈鶚'州劇かr<(f)'-(z鰯芋)Y'
ここではUi,,の定義を使った。穂分路Z,4l上でも同様に

(4)

凹型生(叶幽)(")X総ﾃlldi"
1

A‘ 〃！ ‘“ 〃2耐

（等菫!)’一隈，(筈)''＝＜

次に残りの積分路L3上の積分について考える。B>1として秋分路L3
を3つ：

L3,, :=I-A+i"(1穂一t),一A-iB1,

L3,2:=I-A－jB,-A+iB1,

z,":=I-A+iB,-A+i"(噸一t)1:

0<;-"i":*<, （ ｡4駒)と‘を選ぶ
に分けて評価する。Aの値は後に決めるが，そのAの値に対してBを定

める。

きて

(s-',÷二芋塑)｣"!
を考える。

仮定しているs一"0＝(｡－βb)('+io(*))を使い〃>1を考えると

｛(｡-',＋ ‐芋")}峠‘
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-{(｡-BM-o(*)+二芋些}峠！
‐芋"}"+’-{(｡-,b)+

=(｡-〃'(叶玩鵠)‘.割，

{'+器烏}~"“
は|ひ|≦Bのとき，

｛叶宏器 ｝~伽釧､
1+o(1)

exp(弓等）

（"4偽)‘蕊ﾛｰ捌南（ ）=(1+o(1))exl)

であり |ひ|≧Bのときは，

「‘割Ⅷ
-A+"

1＋〃(グーβb)

｜崎弐)~仙蜘' Ⅲ+術鋤4鶚)~幟”＝

(*)|'+'而豐雨~吟．~exp

（芸風,）≦exp

である。これらの準備を基にZ'3,3,L3,2,L3,1上の積分を評価して行く。先
ずL3,3から始める。

｜余ﾉI:¥+;)"x器ﾃu"|
≦去噸"ｰ' |(-芽‘差(‘十¥'"| ,蒜畿

ー
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正鰯(端－． 1ﾅ｡(1) Ix-Ad'"
1

＜－

(s+デーβ0)''+! lujl210gY-2汀

l j･''(1""_'4"!,gf;だ ！+‘（1） x~劇‘”＜－

|s-",+寺型|"÷1(A2+1)2)logY
－2汀

≦刺"-‘）
1+o(1) X-Ad"

（｡-''b)''+! |'+元鵠|"+! (A2+"2)'ogy

言赫II憾､) ('+o('))exp(*) x-Ad"（ぴ一βb)"+｣ (A2+''2)logY

(F4z)"割だ“-t) dU
1 1+o(1)

＜

-27rlogY(ぴ一β5FTexp (A2+"2)

(F4n)"割ﾉ唇 dU
1 1+o(1)

<27r,｡gY｢グーβSFexI) (A2+"2)

(F4n)¥"*
1 1+o(1)

27rlogY(ぴーβIFTcxp

（’4‘端)筈‘{:-…, ：
1 1+o(1)

（ )｝2万logY(ぴーβIFexp
＝＝

（"4蝿)等憧蕊,(蒜 ）
1 1+o(1)

＜2汀logY(ぴ一助FTexp
1+o(1) X-A

i＝＝

（ぴ一Aj)!'+'2汀Alogy

…(5)

ここで1"EL3,3であるから． M)=-A+i')=-A+i''(〃一t)
B≦〃≦〃(1袖一t)より

10 －A+i"(〃一t)
s+-="+"+

〃 〃

= ("-#)fi" (:+'≦"≦I柳
従って． β≠p0なるβに対して'IUEL3,3であるとき

’u） uノ

s+－－β>|s+－－β0
1ノ ノノ

となるので補題12を使ったことに注意すべきである。

L;$､!上での祇分も同様に

""4g("¥)I"x;X'"
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噸忌-‘, (~娑峠'z("f'"| ,F*
1

-27T
＜－

luﾉ|21OgY

（’4燭)等", "諸（ ）
1 1+o(1)

＜2汀logY(o－βFTexp
1+o(1) X-A

（ぴ一βb)"+'2汀AlogY

…(5'）

となる。

最後にL3,2上の積分を考える：

札"(-筈誉L¥("¥'"x鵲ﾃlld",
について詳述する：

|”|≦Bのとき，

｛崎鵲}~'峠‘’
1+o(1)

exp(号等）

‐(肝｡(ﾘ脚(*)"(-iF:n)
であるが, これを詳しく述べると玩鵠7＜'であるので

｛崎鵠} ’峠”
｝~expi(_"),｡g(,+｛!半蒜昂~‘露p {-川‘ !+両鵠 )l＝＝

｝｛崎差制‘※＝＝

I"'{諾鮠(玩割, ｡… ｝I
2

）xexl)

{!÷而差制‘※＝＝

II#=;,￥士(FW-*(";
2

（ ）xeXp ) }:』≠
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雲{‘非玩鵲} ‘｡"(古)…(-m六)×
｜士(剤)｡一幸(淵)｡≠－1XeXI)

-{'喘瑞}~｣｡fn)",(-'5%
｜;{;(剤)'一金(識)，≠…}lXeXp

={'"(;)}｡xp(S4(-iFgFF)*
x{!+O(;)}

-{[+o(;)}｡"(F44(-'5坐鋤）
=(1手｡(1ﾘ瞳x,(*)｡Fgz)

である。 このことを使って

制"(-M峠｜差(･手:)("'1鵲うりduj
W(-M"|¥("f'"'E…祭蓋-1)di')

1
＝二

27ri

1+o(1) X-''+"'(Y-A+加－1)df"

瓢鰯(｡÷帯ｰ,‘)"牛‘＝＝

"21ogY

I:,_ 4=H"=…(1-Y-州d’
1

＝＝

(s-p｡+半聖)膨十! (-A+")21ogY
27Ti

鹿 ‘非｡(1) X-州1-Y-…)(i''
1

（｡-6b)"+'('+茄鵲)"十! (-A+")21OgY
27Ti

*r芸器,×
{'+O(;)}exp(・命｡)ex''(-'南)x-…'(1-Y-A+ji')(II)必× （一A+f")210gY

（"二蹄)x-』×exp
1 1+o(1)

二目＝

27ri(汀一ﾉ1))"+!
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×庭{'+o(:)}exp(-j*)('=ZZ…lexp("'｡gX)(I"（一A+")21ogY

･ ･ ･(☆）

(★)の右辺の積分を

ff｡fz%<
×底{'+o(;)}"l一i*)('-y-州｡xp("logX)dij(-A+")21ogY

と置いて

ｊＵ
■
■
、
申

×
畔Ｊ

癖
辛
唾

、
１
１
ノ
ー
聰
ノ

助
川
挙
畑

Ａ

一
秒
一
輸
僻

ｆ
ｊ
ｌ
ｌ
＼
・
Ｚ
ｌ

ｐ
一
〃
Ｉ

ｘ
ノ
ー
、

ｅ
ｐ

一
一
．
砿

㈹
ド
ル

Ｆ
× exp("logX)(j"

とする。

|E≠｡(;)}｡xp(-'*)('-…｝(-A+")21ogY ’exp("logX)

2

≦(A2+tj2)logY
をみたし，

2

(A2+"2)logY

は可積分integrableであるので

Lebesgueの優収束定理DominatedConvergenceTlleoremを使って

』鵯Fi,(x)=F(x)

である。また補題15より

F(x)の右辺の積分はlogXの従って碇X>0でXの複素解析関数となっ
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ている。またF(X)の右辺のX-AもX=0の近傍を除いてxの複素解
析関数であるから

′い-､4n)x-､×

“庭｡"(謡糒…)僅鞭仙抑，
はX=0を除いて呪X>0でXの複素解析関数となっている。

従ってﾉﾉ＞1に対して

*A"¥"z(,¥)"x鵲ﾃLld",
夫(芸器TFI,(X) ujit/!蝿耶)=F(X)：＝＝

でF(X)はX>0で実解析的で"に依存しない

複素数値実解析関数である。

…(6)

(1),(2),(3),(3'),(4),(4'),(5),(5'),(6)を使うと

I"=

G(m)(logm)"
αm

仰18
しｊ

Ｅ
釦１”

１
｜
仇

一
一

（芸器#o{F斗鵜恩γ}≠

fo{(等匿"(gg')"}令。 {(YEF)""
手壺{心j,"M"}(-¥¥(:帯ｿ鋤x幾予1) duﾉ，

‐

（グー助)"+]

1+o(1) /1
(2)＋

仏,幸い{一等‘差(｡÷
l

+扉 ;)("z鵲予udi,j_
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1+o(1) /1
(2)＋（ぴ一βb)l'+!

(-4""gk(･寺幽)(")K艦ﾃlldw
1

ん“ ” 《“ 〃＋扉

｛,‘鶚孟γ=4Ec("!)!¥'")"
l

ofm+O
〃! ,"≦(XY)" 〃1,s

｛(γ竿)"｝｛(;鴎"(蓋1冊｡+O

}≠

＝

(芸器7{e)fo(雨赫)}-
(芸器‘{(;)-余凡(x)}

=尚『ふ"G("*I)"&HF繋孟*

帯｡{(;･xp(5=F'ル｡ 『"学} ’｛（ ）｝
<一品

を得る。ここで上記左辺の第1項：

{(:)"(厭差二γ)}
が

{(:)*o(爾鑑7)}>;
であるようにA>1,Y>1を選び

記のようにAを選び，第2番目に」

Y>1を選び(実際のA,Bの選び方は第1番目に上

第2番目にBを選ぶ)，そして

{(3)-*F(x)}
に関して

｡:-{(:)"(ポマル(;)
３
－
４

一
一

１
－
２

＋
１
－
４

ン
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と置き(αがxに依存しないようにAを定めることが出来ることに注意

すべきである。 ）

α-a")≠‘
となるよう

比

ｌ

び

く１１
－
２

６３

グ

ノ
ｊ
１
１
、

、
凰

ｘｅ
ｌ
－Ｘ 6＞1

の6を選ぶ。これはF(X)が実解析関数であることと，定数constantで

ないこと(注)から可能である。また上記

α-*F(x)
は〃に依存しないことに注意すべきである。

従って上記品は

品<一

（芸器T{｡-*"(x)}

‐尚,ふ"c(")il｡癖令｡{w鵲孟γ}。

*o{(;･xp(5g))'}半。 γ嘩p(54t)1'{（割｝
"A・-*F(x)≠。
…(7)

となる。

J理凡(x)=F(x)

α-*'(x)≠。
即ち

α-壺易(x)|→|･-*F(x)|>0",→｡。

より，

’
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より，十分小さい正数0<f()<1を

0<l｡-*F(x)|-｢,
を満たすように選ぶと十分大きいv">1に対して

0<l｡-z")|-4-壼凡(x)|<|｡-*F(x)|+@｡
…(☆★）

となる。

上記(7)の左辺の絶対値の；乗平均値稚分を考えるが， (☆☆)と補題'から
1

1 j,"yo+ﾉ' | 1+o(1) I| 1 ,_,,､,､| 11"

ム‘！_" ("_〃,判{鯉-zw)|-@｡}|"d#2ﾉl

｛(芸■器, "-余刑}”
l T0＋ﾉ‘

1｡_‘＜－

－2ﾉJ

1猟" {芸器告, {侭一式刑}"‘1”＜

""|｡{('釧等')"}￥｡{(;州篝')W＜

｜＊｛,,｣鵜恩7}|'"1 T-､ G(''')(logm)!'
＋－ F~] zLgggLgL(r",+o
〃!”,≦(X}')" 〃l‘3

薑|麦I麓"('｡|(『"禁')"}|≠'｡{(;州農'y}|*

¥'尚ふ型窯"+|･{,‘鶚壼f}|)""|*
≦“｡(|”|(幽劇11．ゞ
Jo{(＃鯉蕊,(F=F))"}|"+

2

｝
〔ﾉ(m)(logm)"

α、
7〃8｛えぷ，＋ 0
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1

)"l"｛ﾛ4;M｡|"+|O

|郷"｡((嘘"割’ゞ(苓剛剤，ゞ＜

）‘|
2

｛,‘架孟γ}'伯,ふGいり鰐"γ･”+|O

'｡{赤剛"為‘{刎窯""､“
2

＜

7}F｛,,祭孟y}≠+IO

1

2 z,ノ

(Y｡¥'川讐…(B=FI)T｝｜＋

'｡'去剛ふ州鰐"剛ﾙ”＜

Jo{F鶚孟7}F
2

(γ農芋! ”） ￥|(昔脅難(z"I＋

…(8)

ここでα,lj,c,d≧Oに対して((I+6+C+d)2≦4(q2+62+c2+d2)を得る。ここでα,lj,c,d≧oに対して(α＋
であることを使った。

(8)の右辺の積分に対して補題3を使うと

1

1"X'1S=*{|｡-*F(x)|-,}|""ム｡_’ ("_〃H{α-索F(x） ｝ “2ﾉJ

1｡“尚"ふ廻窯刎跳ﾙ”＜
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}|'≠
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＋

'｡{(;‘)"ふ等(lOgm)2"O,,,'鯉￥
）(竿(;!):､息,""(!｡〃Q"'≠+0

2〃

(響）＋ ＋

） ）(!と芋'､≠(等剛芸'” ｝|＋

'｡{竿(尚)｡ふ製仙･恩"卿f≠＝＝

半(響)鯉≠
1

21ノ

｝'。(ド芋')"¥(f） （z州篝’）”＋ ．(9)

ここで， 〃→“のとき

1
三二＝

グー的

11::"|=o(1)7{|"-*F(x)|-@}|'d#1m_‘ (｡_〃帯‘{．-砺F(x)-偏｡}“lim-
"→｡｡2ﾉ1

1｡{(竿(;,)｡ふ等(lOgm)2"QI,卿斗<lim
レ→“

(響)霞"÷＋
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2レ

）('喧芋' ≠(;"P(F=;')"｝|、＋

･ ･ ･(10）

(10)の右辺の第1項を補題2を使って評価する：

竿(尚)‘卿ふ"¥(I･g"'鋤α銅,
(%)wF=n(;)'（篝y‘竺竺‘ ’ "","Wi'｡畷m)2"（"!）<exp

n2(lOgm)2"+2

(%)"念(;)'=<exp
m＝2

WZ2o

<exp （2‘_｣）（篝)'"念(;!),伽，Ⅲ ‘ ”“
<exp(¥)'腰急錨 ×

（｡=)鰯…×(2"＋2)(2"＋1）

(")"*('州伽1)<exp (志)，…
．(11）

(10)に(11)を代入して，補題4を使うと

1
＜

｜ぴ一助'一

雪期I｡{竿(尚)｡,ふ鶚 (lOgm)2"αm2+

寺((響)，’≠
2〃

）(y.¥' ≠(f｡xp(g))"｝|・＋
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I｡{"|,(")'☆伽2)(2"≠')("菫）
2〃＋:1

<lim
〃→○○

1

2〃 2〃

｝｢(r苧) ･(浄馴剤"ゞ(響）＋

{y"!,(｡S)(=),("（ ）＝max

(r#)(r"）｝

＋

妻…{(ド響)I"竿昨豐¥=I)}
･ ･ ･(12）

('2)で｡－βb>0を保ちながら， ｡をβbに十分近づければ, /3b>;であ
るので， （12)の左辺はCOに近づき，一方(12)の右辺は

{(｢等雪’ γ蝉xp(za) ） （ ‘_。） （ “ 『曾脚I篝’）}・雲”InaX

という有限値6nitevalueに近づき矛盾が生ずる。従ってp0="+"b, ji)>

;なる定理の条件を満たす(K(s)の非自明な零点non-trivialzeroは存在
しない。□

注:F(x)が定数でないことの証明

cに"~,,(*)"割×
×丘｡"(三熱結州exp("l.抑，
"線)”
厘嘩'(-割焉姜…’×

2"〃ﾉl z:=logX

exp((-A+")z)d"
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G(z)=cor'st"Mと仮定して矛盾を導く ：この仮定から
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ここで, logY=2汀,BENとすると
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sin{B(1ogX-=F5)}≠0であるので
ｰ

1

万三両一logX
一

一

汀２

１
－
鋤
対

Ｘ
一

昭
Ｘ

ｌ
ｇＯｌ

－
－

Ａ
Ｙ

’

万三両一logX-27T

となる。又0<o-4<1であるので万当両-logX>1であるが,A>1
であるので

－

l

－－logXO－的1<e27rA= ～1

豈両-logX-27T

となり矛盾を引き起こす。従ってY=e2T,1<BENと選べばF(X)=

G(z)≠constant.D

パラメータX,XA,B,ぴ一助の選び方

X=cxp{a},Y=c2",A,BEN,"-Bbは次の条件(a),(b),(c)

。<・-伽慧等-‘…"{篝}…い）
｡－；

－剛｢""(:)<"p(-Sn)…(b)
汀

2

ffo(蕨奈毫T)+o(¥)>--{c)
満たすが，先ず(a)を満たすようにグーβbを選び，次に(c)を満たすよう

にAを選んでから, (b)を満たすようにBを選ぶ。
注意1 ：主定理lを繰り返し適用すると。

q"_,<70<Ci,!内にある零点伽の実部βbは次第に小さくなり，

非零領域zerofl･ccregion:

｛ぴ＋〃｜鮒くぴ,Q"-!<t<c"@}

は，左方向に広がって行き，遂には

{"+i! ';<"｡c,"-｣<#<cI,'}
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となる。

主定理は次の結論を導いている。即ち．存在を仮定した伽は実際には存

在せず， 当くびとなる<K(s)の零点s=o+〃は存在しないことになる。
この手続きを各p0に施せば.結局<K(s)の非自明な零点は半平面当く〃
には存在しないと結論付けられる。

Bb=;では上記矛盾が生じないので， この過程はo=;で止まる。
注意2: log<k(s)がDiriclllet級数に展開出来る事，即ち<K(s)がF111er積

を持つ事が重要である。従って，一般にEuler積prodllctを持つZeta関
数orL-関数に対しても． この論文の議論は適用出来るはずである。

[25]の訂正

p.447,".12 となるので→であるので

p.447J1.13 不等式全体削除deletetlleilleqllality

p.447,".14 となり，→削除
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