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X2適合度検定とは， ドイツの測地学者兼天文学者Helmertが{3}で発見
その主要性質をI41で求めたX2分布I21 1121を使って,K.Pearson(1857Lし.その主要性質をI41で求めたX2分布I21 1121を使って,K.Pearson(1857L

1936‘息子のE.S.Pearson(1895-1980)も統計学者)が, 1900年llolで提案
した，想定する確率分布とデータが適合しているか否かをある確率で判

定する，今日の統計学で広く使用されている検定法の一つで以下のよう

なものであるI11 ( I11は{61の後著者の講義「統計学II｣, 「確率と統計

II｣で教科書として使い続けているバランスの取れた良書である。 )｡ ( I71
ではX2分布とは呼ばずに．その発見者に敬意を表してHelmert分布と呼

んでいる。 ） ：

未知のγ項分布母集団Zに対して, Zの値域RCRを, R=U;=,A,
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(AinAj=0fbri≠j)と分解し, zEAjとなる確率P{zEAj}=:

pj, (0≦pj≦1,E;=,pj=1)と想定し(帰無仮説),実際に測定した沌
個のzの実現値zでzEAjとなる度数をnJとするとき(E;=,"j="):

事象 Al A2…A,.

確率 pl p2… pr

頻度型聖…些
庇 施 沌

x2==("#=")'
EI "pi

が． この仮説の下で”→00のとき． 自由度(r-1)のX2分布をすること

を利用してX2検定するものである。
この検定は次の定理を使っている。

定理1 Ziが『項分布Mul(n;Pl,p2,...,pr)に従っているとき（このと

きZ～B(n,pj),即ち各ZIは2項分布B(",pi)に従っている), もし

くは(z,,Z@,…,Z)～Mul(γ↓;pl,"2,…,pr)のとき('･=2のときは，

Mul(wz;Pl,P2)=B(",Pl)である),

X2=±(Zi-w'pi)2
ET npi

は， ”→｡｡のとき， 自由度('､一1)のX2分布に従う。 （実際の適用では，

、→COではなく”擁≧5(f=1,2, . . . ,r)で十分である。 ）

この定理の言明は簡単であるのにもかかわらず，その証明は難しいせい

か,或いは最近の大学生の学力低下の為か,最近の殆どの統計学の書物には

その証明が記赦されていない。又，誤った記述がされているものさへある

(例えば,過去私が｢統計学1I｣の教科書として使った161のp.130,132,134
では， 「、→COでは」或いは「近似的に」という語が脱落している)。昨今
の新聞紙上をにぎわした血圧降下剤の臨床試験論文のデータ改霞事件を

始め，統計学を使用している論文等に統計学の使用上の誤用不正が多く

見受けられる。このような御時世からも，判断力のない初心者に対する

教科書では，些細な誤りさへ禁忌である。 19世紀英国の首相Disraeliが

述べ，今日英国では諺の様になっていると言われる「嘘には3種類ある。

普通の嘘見え透いた嘘そして統計」が今日の日本で体現されている

かのようである。この為か， この定理lの証明は大学生の水準の高かつ
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た時代の教科書I51 191か，統計学のユーザーである研究者ではな<,統
計学自体の研究者となるべき人達が読む限られた専門書にしか現在掲載

されていない。このような所からも，上記のような教科智に誤記が現れ

る理由もあるかのようである。

その肝腎の現在ある証明は，特性関数(Fburier変換), L6vyの定理の多次
元版多次元正規分布等を使うもので，数学が専門でなければ初等的なも

のとは云えない。この論文では， このような高度な道具立てを一切使わ

ず，上記定理を初等的に証明する。これは「統計学II」の識義準備の際考

え付いたものである。この程度に初等的なものならば，文系大学での統

計学の講義でも使用できると思われる。

定理の証明次の補題を使う。

補題1 (deMoivre-Laplaceの中心極限定理ノ

庇が十分大きいとき． 2項分布B(",p)は．正規分布N(np,np(1-p))で近
似できる。即ち,X～B(",p)ならば

拠蒜告~N(0,1)
である。

この補題を証明するには, deMoivre-Stirlingの公式を使用するのが普通

であるが， そうでない簡単な「証明」もある。 I81 {111

r個の確率変数zi (j=1,2,…,『)をγ項分布:Mul(";p,,p2,…,p,.)に従っ
ているとする。即ち, zi=9i (9j=0,1,2,…,7z, 91+…+9r=n, j=
1,2,…,r)となる確率を

P{z,=9,,…,z=9,}=9,!=9r!p,"…p『，『
pl+p2+…+pr=1, 0≦pl,p2,…,p『≦’とする。 (Zj(j≠i)の値
は上記制限内でどのような値でも構わないとして)周辺分布を考えれば，
Z～B(","i)である。これは

71!

P{zi-';} -","…蛾!…"pY,"･p!'…pW,
E9j="-,#

＝蓋，'‘患’ "!…;…鋤!(‘…!"側，
E'j="-'@
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“!("-,’)1職"…匡鑛‘…′鵠!異鋤”
”！

重＝＝

n!

9i!(犯－"piq'('-pi)"~''
より明らかである。従って， 2項分布の性質からZの平均，分散はそれ

ぞれ

EIZJ="pj,VIZil=npi(1-pi)

となる。これと同様な計算をEIZiZj} (j≠j)に行うと
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証明明らか。□

この補題より，先の続きは

EIZiZjl =n(n-1)pipj{pi+pj+(1-p#-坊)}"-2

＝”(汎一l)"ipj
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となる。従ってZ,,Z@,…,Zfは独立ではない(EX=,ZA=")。ここでXj
を次で定義する。

鶏:=癸器《"=1,2,…,『ル
Xjは

。'刈=0,VIXil=EIXi21=EI",蓋a'i'-¥-'-"
を満たし，束縛条件：

ア

ヱ､/両Xk=0
k＝l

を， これ1つのみ持つ。これがX1,…,X『が独立でない理由である。補

題1より，

limXi～N(0,1-pi) (j=1,2,…,γ）
、－，00

である。又, EIziZjl=n("-1)wjを使ってEIXiXjlを計算すると

EIXiXjl =EI三器‘雲滞’
”滿仲－1”-"‘臓吻-…手膨刎
＝－”両

である。

次に先のX1,…,X『を直交変換A=(α")withα『ん＝､/FF,(k=1,2,…,r),
tAA=Iでx{,…,x;に次で変換する：

『

x;=Eα汰XA.
k＝1

j=1,2,…,7､-1に対して,EI=]､/FFxA=0を使ってx;を計算すると

ﾘ-=(~g)x
となり，

r T

E{XII=EQjkEIXjJ=E(zjk.0=0(j=1,2,･ ･ ･ ,r),
A＝1 k＝1
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r

vIxII =E｡;kvIxk}+Eajk(zjICov{X騰刈
片＝1 k≠I

r

=Eo:kVIXIJ+E@jj:"jIEIXkXil
k＝1 A≠I

r

=EQ;I:('-pk)-E@j膿αji,/万x両
k＝1 k≠l
r r

=E｡:*-E｡:kpk-Za汰αjﾊ/同雨
A＝1 A＝1 k≠l

r

= '-(E(mjk,/FF)2
k＝1

r

＝1－(エα汰α縮鵬)2=1__O=1fbrj=1,2,…,γ－1
兆＝1

である。ここでQjkが直交行列の成分であることを使った。
x；については，

r

VIX:1 =E｡:I:VIXkl+E(zr,:crICov{XkXI}
ん＝1 A≠I

r

＝工α:A('-pjM)-Eq炉騰α『ﾊ/師7
k＝1 k≠I

炉 r

=Eq:ルーヱα:kpk-7~>q｢臆αrﾊ/師7
k＝1 k＝1 k≠！

『

＝ ’一(Zα吠､/両)2
k＝1

r

＝ 1－(ZarkarA)2=1-1=0,
A＝1

従って， ”→“で邸,xY(j=1,…,γ－1)は正規分布をしているから確
率lでlimn→｡｡xJ=0となる。

尋一三(．､f'x,,
により， 繩→COでxy(j=1,…,w･-1)は正規分布の再生性から，正規
分布に従うが, EIX;1=0,VIX;1=1 fbrj=1,2,…,『－1であったこ
とから，更に

』聖x;～N(0,1) fbrj=1,2,･ ･･ ,『－1
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となる。

又, j≠jに対して
『 r

EIXIX;1 =EE(mikQjIEIXkXI}
た＝11＝1

r r

=--EEai偽｡'ﾊ/灰両
k＝1！＝l

r r

=-EE(mik(Ij1arkaγ1
k＝11＝1

r r

＝－Zα雄arm:E｡j!a瀞! (j,j≠r)
k＝1 I＝1

＝－0．0＝0

となるので

補題3XYが正規分布に従う場合,XjYが無相関である事と，独立であ
る事は同値である。即ち

I"caseo/X～N("x,｡%),Y～N("y,｡;),

X,Yare秘施co7･related<今X,YQ7･eindependent.

より.X{,…,x;_]は独立であり， ”→COのとき，以下の補題4により

X{2+X42+…+xM_,2～x2(γ－1)

となる。従ってA､qjj)が直交変換であることとX#=0a.s.であるこ
とから

X12+X22+…+Xf2=X{2+XM2+…+XJ_,2withprobabilityl

となる。これより

X,2+X22+…+"==(z:')'
g 7zpi

が， 沌→“で自由度(r-1)のX2分布に従うこと，
即ち”→“のとき

=(z="' =X,2+X,2+． . .+X,.2
EI npj

x{2+xM2+…+XI_,2～x2(γ一1)

withprobabilityl

一

一

が証明された。ここで，
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補題4Xj～N(0,1) (j=1,2,…,n)が独立ならば，

X12+X22+…+X"2～x2(wI)

即ち,X12+X22+…+X"2は自由度”のX2分布に従う。

注補題4を自由度、のX2分布の定義de6nitioIlとしても良い。
を使った。□

参考文献

儀我真理子Giga,M.: 「確率・統計の基礎jムイスリ出版, 2014,

(vii+213)pp.. Fbl"ldα"(’”Q/Probab""ya71dStatistics,Muicuri-

Shuppan,Tokyo,2014.

林周二Hayashi,Sh・蹴計学講義第2版｣丸善TｿleLectweonStaistics,

2nded.,Maruzen,Tbky(), 1973. (x+378)pp..

Helmert,F.R.:Z.MMatﾉl. MndP/Ws.,214(1876), 192-218.

Helmert,F､R.:Astro71.Ⅳαcﾉlr.,88(1876), 113-132.

河田敬義丸山文行Kawada,Y.,Maruyama,F. 「数理統計」裳華房，

Ma"emα"c(zIStatistics・Shouka-Bo,'Ibkyo,1951. (vi+230)pp.、

松井敬Matsui,T. 「統計的推測』共立出版Sm"s"c(II Im/ｾ祀兜Ce>

Kyouritsu-Shuppan,Tbkyo,2012, (viii+207)I)p..

{11

121

１
１
１

３
４
５

１
１
１

I61

I71vonMises,R.(editedall(lcomplementedbyH.Geiringer.):
MatﾉZemα"c(IITV'co7yq/Pro6ab""α冗dStα"stics,AcademicPress,

1964,(xiv+694)pp..

I81Neyman,J.:FirstCburseinP7℃6abil"yαndSmtistics,HenryHolt
andCompany, 1950.

邦訳:砂田吉一「ネイマン統計学』白桃書房,Tokyo,1978, (ix+298)pp..

(9)小川潤次郎Ogawa,J. 「近代数理統計学序説』恵文堂, lizfroductio"

加ModernM"ﾉjemati(･(zIStatistics, Keibun-Dou, Osaka、 1954,J

(iii+396)pp..



中鴫興澄:X2適合度検定の初等的証明 l31

llOlPearson,K.:OntheCriterionthatagivensystcmofdeviationsis

suchthatitcanbereasonablysul)posedtollavearisenfromrandom

sampling,PM.M@9.,50(1900),p.157.

{11｝田島一郎TM'jima,I.:二項分布から正規分布へHomBinomicalDis-
tributiontoNormalDistriblltion,数学セミナー,Sem"ur/brMa仇一

ema"cs, 1974年3月号,Marchl974,p.24-26,日本評論社,Tbkyo.

{121吉田伸生Ybshida,N･ 「確率の基礎から統計へ」"℃mFb泌伽d"jon
q/Pm6a6""y toStα"stics,遊星社,Yuusei-sha,Tbkyo, 2012,

(o+189)pp..

(receiced23August2020.)


